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Résumé

Ce document est une bréve étude en vue de la réalisation d’un pendule de Foucault a la heig-vd.
Il présente les résultats que ’on peut en attendre dans le cadre d’une excitation paramétrique
utilisée pour ’entretien du mouvement du pendule.

1 Introduction

La réalisation d’un pendule de Foucault n’est pas une mince affaire. En effet, quelques lectures
rapides [1-6] suffisent pour prendre conscience du soin qu’il faut apporter a la réalisation d’un
pendule entretenu dont le plan d’oscillation précesse avec une vitesse angulaire proche de celle
attendue

QF :QTsinGL (1)

ou Qr = 27/24h est la vitesse angulaire de la rotation de la Terre et 6y, est la latitude du lieu
ou se trouve le pendule. La difficulté réside dans le fait qu'une légére anisotropie du dispositif de
suspension ou du systéme d’entretien peut aisément conduire le pendule a osciller préférentiellement
dans un plan ou a acquérir une trajectoire elliptique. Cette derniére, par ailleurs pas trés esthétique,
donne lieu & une précession parasite pouvant masquer Qp. Cette précession est due a 'anisotropie
et & 'anharmonicité propre & tout pendule [2].

Sans sous-estimer le soin & donner & la qualité du pivot et du fil de suspension, un point crucial
est le systéme d’entretien. La grande majorité de ceux-ci sont électromagnétiques et agissent sur
la masse du pendule ou sur un aimant permanent lui étant fixé. Plusieurs solutions au probléme
de Vellipticité de 'oscillation (et de la précession parasite qu’elle engendre) ont été envisagées
avec succés. On peut mentionner ’anneau de Charon [5, 6], ’anneau de Foucault [3, 4] ainsi que
différentes subtilités au niveau de 'excitation magnétique [1, 2].

Cependant, ces solutions, pas toujours élégantes, peuvent avantageusement étre remplacées par une
excitation paramétrique [7, 8] du pendule qui consiste & élever et baisser son point de suspension
en synchronisme avec son oscillation. Cette excitation est intéressante parce qu’elle conduit & une
réduction naturelle de lellipticité des oscillations [9] et qu’elle est aisément réalisable.

2 L’excitation paramétrique

Dans cette section, nous supposons que le laboratoire est un référentiel d’inertie. Nous faisons ainsi
totalement abstraction de la force de Coriolis responsable de la précession du plan d’oscillation
du pendule. Par ailleurs, nous supposons que celui-ci est parfaitement isotrope et assimilable &
un pendule simple de longueur L et de masse m dont le point de suspension est soumis & une
oscillation harmonique de pulsation w. et d’amplitude a (fig. 1).
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Fi1G. 1 — Excitation paramétrique du pendule de Foucault

2.1 Equation du mouvement

On peut montrer que ’équation du mouvement d’un tel pendule amorti par un frottement de type
visqueux

Ff = —bwv (2)
est la suivante
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En supposant
1. un amortissement faible : v < wy,

2. une légére excitation : € < 1,
3. de petites oscillations : sinf ~ 6
cette équation devient
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Une équation similaire a été développée par G. Derron [10]. On la retrouve aussi dans la littérature
7, 8].

2.2 Equation de Mathieu

En labsence d’amortissement, I’équation (5) devient I’équation de Mathieu

1—¢ (“’)2 cos (wet)] 0=0 (6)

é—l—wg "
0




Cette équation, abondamment étudiée dans la littérature [11], posséde des solutions de différents
types. En particulier, il existe dans le plan (w.;€) des domaines ou la solution est instable, ou
une résonance a lieu, ou le mouvement est amplifié par I'excitation. Ces domaines sont bordés
par des courbes ou la solution est périodique. Hors de ces domaines, la solution est stable, donc
temporellement décroissante et pratiquement inintéressante ici.

Pour de petites valeurs du paramétre ¢ = a/L, ces résonances ont lieu pour des pulsations d’exci-

tation w, proches de
2w
kel n=1,2,-- (7)
n
La largeur de ces domaines de résonance décroit rapidement lorsque n augmente pour un € donné.

Ainsi, seul le premier domaine est pratiquement intéressant et on peut montrer [8] qu’en posant
we=2wp+9¢ (8)

la résonance paramétrique a lieu pour autant que
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En premiére approximation, on peut montrer que la présence d’un amortissement modifie cette

condition qui devient
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Pratiquement, afin de profiter au maximum de ’amplification paramétrique et limiter ’aspect
généralement chaotique du mouvement qu’elle engendre, on asservira la pulsation de ’excitation &
celle du pendule en prenant

We = 2wy (11)

et on choisira a -
== > — 12
‘=I%m (12)

De plus, lorsque I'amplitude du mouvement dépasse une valeur choisie, on coupera temporairement
Pexcitation (¢ = 0). Cette solution parait pratiquement plus simple qu’un réglage continu de
I’excitation.

2.3 Aspects énergétiques

Considérant le pendule non amorti obéissant a ’équation (6), on peut calculer la tension dans le
fil de suspension ainsi que le travail fourni par I'excitation. En posant w. = 2wq et en imposant le
mouvement

0(t) = bp sin (wot + ) (13)
on trouve le travail fourni par I’excitation durant une période
W = 27 mg a 07 sin(2y) (14)
Ce travail est maximum lorsque ¢ = 7/4
Wonaz = 2 mga@% (15)

On comprend aisément ce résultat car I'excitation tire la masse vers le haut alors que 'accélération
normale (la tension dans le fil) est la plus grande (fig. 2).

D’autre part, on peut aisément calculer I’énergie dissipée pendant une période par la force de
frottement (équ. 2). On trouve alors

Egiss = 03 L? wy (16)

La condition d’entretien W, 4. > F4iss conduit directement a I’équation (12).
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3 Oscillations elliptiques, précession

Comme on I’a déja évoqué dans 'introduction, un pendule oscillant elliptiquement précesse pour
deux raisons

1. 'anharmonicité de la force de rappel,
2. Panisotropie du systéme.

Pour autant que la phase de 'excitation paramétrique soit celle correspondant au maximum d’éner-
gie transmise au systéme, on peut montrer que cette excitation ne produit pas de précession supplé-
mentaire. Considérant le premier ordre de la perturbation, on peut écrire pour la vitesse angulaire
de précession du pendule [9]

Qtot = QF + Qah + Qai (17)
avec
— Qp la précession de Foucault
QF = QT sin (QL) (18)
— Qqp la précession anharmonique
Qun = gwo 02 - (19)
— Q4; la précession anisotrope
Qui = Awg cos (2¢) - e (20)

— Auwy la différence des pulsations propres du pendule selon les deux axes principaux

— 1 l’angle formé par le grand axe de lellipse d’oscillation et le plan principal dans lequel Ioscil-
lation a lieu avec la pulsation wy — Awg/2



— e Dellipticité de l'oscillation (petit axe / grand axe de ’ellipse)

Par ailleurs, toujours selon la méme référence [9], on peut montrer que ’anharmonicité n’entraine
pas de variation temporelle de Iellipticité alors qu’une anisotropie conduit &

AWO
2

et que lentretien paramétrique, toujours avec le bon choix de la phase (maximum d’énergie trans-
mise au systéme), conduit &

sin(2¢) (21)

€ai = —

bep = —2wp €€ (22)
On obtient ainsi la précession totale
3
Qiot = QF + 3 wo 02 + Awg cos (20) ] - e (23)
et la variation de l’ellipticité
. Awg
Ctot = —— sin(2¢) — 2wp ee (24)

A partir de ces équations, on peut voir que pour un pendule “bien équilibré et bien lancé”, ellipticité
tend vers une valeur stationnaire donnée par

Ctot = \/%7@ sin (21/) — arctan <;)> (25)
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De cette analyse, on tire le facteur de réduction de ’ellipticité stationnaire
32
= 1 _—
f +

induite par l'excitation paramétrique. Ce facteur de réduction est important car, il ne faut pas
Ioublier, lellipticité engendre une précession parasite du pendule.

4 Vibrations propres du fil de suspension

L’excitation paramétrique du pendule, surtout si celle-ci est réalisée a ’aide d’un moteur pas-a-
pas, peut conduire & une vibration propre du fil de suspension. Seuls les modes transversaux sont
a considérer, car les modes longitudinaux ont lieu a des fréquences nettement supérieures si le fil
est suffisamment rigide. Ce qui est le cas d’un fil en acier car le module d’élasticité E est beaucoup
plus grand que la contrainte o de traction du fil.

Les fréquences propres des modes transversaux sont données par
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- MY N—12,... 26
fN 27 ,U/’ s 4y ( )

ou p est la masse linéique du fil. Si 'entrainement se fait par un moteur & M pas, il s’ensuit une

fréquence d’excitation égale &
wo 1 /g
exe =2M — =M — | = 27
/ 21 T\ L (27)

Ainsi, si Pexcitation est réalisée a I'aide d’un moteur pas-a-pas, il s’agira d’éviter toutes les valeurs
de M voisines des valeurs données par

™ m
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5 Dimensionnement du pendule, ordres de grandeurs

Le pendule de la heig-vd sera réalisé avec un fil en acier et une masse en laiton caractérisés par

L = 20 [m], d = 2 [mm], m = 25 [kg]

/ _ 27
wWo = % = 07[8 1], T‘(] = ;0 =9.0 [S]

Une premiére mesure estimative de la demi-vie de I'oscillation a conduit & T} /5 ~ 30 [min]. Ce qui
correspond & un parameétre d’amortissement valant

Ce qui conduit a

)
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Il s’ensuit que

> —57.107
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d’ot une amplitude d’excitation valant

a=¢eL>1.1][cm]

Le facteur de réduction de ellipticité peut aussi étre estimé. Comme Yverdon-les-Bains se situe a
la latitude
01, = 46°50’

la précession du pendule se fera a la vitesse angulaire
Qp = Qrsinfy, =5.3-107° [s7'] = 10.96 [deg / h]

On en déduit alors 5
Wy a
=——=15.0
g Qr L
32
=4/1+— =756
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6 Conclusions

A coté de son intérét scientifique et technique, la réalisation d’un pendule de Foucault dans le
hall de la heig-vd semble représenter une carte de visite originale et de qualité pour cette école.
La solution proposée, a savoir ’entretien du pendule par excitation paramétrique, posséde de
nombreux avantages comparativement a d’autres systémes d’entretien. Nous nous sommes efforcés
de le démontrer.

Le principe de I’excitation paramétrique est connu depuis bien longtemps (c’est ainsi que les moines
de Saint-Jacques de Compostelle entretiennent depuis 1851 le mouvement d’un grand encensoir, le
Botafumeiro). Malgré cela, la réalisation d’un pendule de Foucault demande une grande attention
et beaucoup de soins que notre école peut apporter grace & sa maitrise des ressources technologiques
actuelles.
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