1 Analyse des systemes linéaires

L’analyse des systémes linéaires se fait essentiellement avec la transformation de
Laplace car celle-ci traite une classe de signaux plus large que ne 'autorise la trans-
formation de Fourier. De plus, elle permet d’étudier des systémes stables ou non par
le fait que la variable de Laplace (s = 0 + jw € C) est définie dans 'ensemble du
plan complexe. Enfin, par I'interpétation des poles de la fonction image X(s), on
prédit facilement la forme de la fonction orginale x(t).

1.1 La transformation de Laplace

1.1.1 Rappels mathématiques

Dans ce paragraphe, on se contente de rappeler quelques propriétés liées a la trans-
formation de Laplace et utilisées dans I’analyse des systémes linéaires. Pour toute
information supplémentaire, on consultera avantageusement son cours de mathéma-
tiques.

Définition
L(xz(t)) =X(s) = /OOO x(t) et dt, s =0+ jw [1/sec] (1.1)

Dans l'analyse des signaux temporels, la variable s est appelée pulsation complexe
et elle posséde les unités [1/sec]. On notera que, si la variable z(t) est une tension
électrique alors son image X (s) se mesure en [V - sec|.

Linéarité
Llax(t)+by(t)) =aX(s)+bY(s) (1.2)

Dérivation

dr(t)\ B
E( o )—sX(s)—x(t—O) (1.3)

Intégration

(1.4)
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Retard
L(z(t—tg)) =e " X(s) (1.5)

Amortissement
L (:L’(t) e_“t) = X(s+a) (1.6)

Valeurs limites
z(t —04) = s X(s)]

S§—00

z(t — 00) = s X(s)]

s—0

Quelques transformées De I'ensemble des transformées de Laplace généralement
proposées dans les formulaires mathématiques, on ne gardera que les plus fréquem-
ment utilisées dans I'analyse des systémes (tableau 1.1). La connaissance de celles-ci,
associée aux propriétés rappelées plus haut, permettra de résoudre la plupart des
problémes.

z(t) < X(s)
5ty 1
o
at-et) 5
exp(—at) - (t) . Jlr a
sin(wt) - €(t) ﬁ
cos(wt) - €(t) ﬁ
e sin(wt) - e(t) (SH;)UW
e cos(w) - e(?) (Sﬁ;ﬁ

TAB. 1.1: Quelques transformées de Laplace



1.1 La transformation de Laplace

Péles et zéros Comme le montre le tableau des transformées, I'image X (s) d’une
fonction x(t) est une fraction constituée de deux polyndomes

N(s)

=50

(1.9)

Les racines de ces polynémes sont importantes pour l'analyse de l'évolution des
signaux ou du comportement des systémes. On définit ainsi

1. Les poles de X (s) qui sont les racines du dénominateur D(s); ils déterminent
complétement la partie transitoire (oscillation et amortissement) des réponses
temporelles.

2. Les zéros de X (s) qui sont les racines du numérateur N(s); leur effet n’inter-
vient que sur les amplitudes des composantes temporelles des signaux z(t).

1.1.2 Quelques exemples introductifs
Exemple 1
Connaissant l'image [;(s) d’un courant i;(t)

2 2
24+ T7s+12  (s+3)(s+4)

Ii(s) = (1.10)

on souhaite connaitre 4;(04), i1(c0) et i (t).

Valeurs initiale et finale Le théoréme des valeurs limites permet d’obtenir

i1(04) = s 11(8)|,_oo = 0[A]

i1(00) = sIi(s)| 0 [A4]

s—0 —

Recherche des pdles Les poles sont les racines du dénominateur de la fonction-
image I1(s). Dans ce cas, les poles valent simplement

1

1
p=-3 || et pi=—t|—
SecC

Evolution temporelle Le calcul de 7,(t) se fait en décomposant la fonction I;(s)
en somme de fractions simples faisant intervenir les poles de I1(s). Dans ce cas, cette
fonction se décompose en deux fractions d’ordre 1

Al A2

I —
1(s) s+3 514
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Se souvenant des transformées élémentaires présentées plus haut, on voit que le
courant i1(t) est décrit par la somme de deux exponentielles

i1(t) = (Ay exp(—3t) + Ay exp(—4t)) - €(t)
que l'on écrira plus généralement sous la forme
i1(t) = (Ay exp(—t/m) + Ay exp(—t/72)) - €(t)

Cette écriture fait apparaitre les constantes de temps

~sed et = [sed
= — et = —
(s 5 sec Ty 1 sec

Connaissant ces constantes de temps, on peut en déduire la durée t;. du régime
transitoire

tir R 5 Tynar = D= & 2 [sec]

3

Les valeurs des coefficients A; et A, se trouvent par identification des coefficients
des numérateurs :
2
(s+3)(s+4)
A A
1 A
s+3 s+4

(Al + Ag) S + 4A1 + 3A2
(s+3)(s+4)

[1(8) =

On en déduit que

Al + A2 = 0
1A, + 34, =
D’ou
Al == _A2 == 2
2 2
Ii(s) = -
=5 T
Le courant i (t) correspondant a cette fonction-image I1(s) vaut donc

i1(t) = (2 exp(—3t) — 2 exp(—4t)) - €(t) (1.11)

Exemple 2
Connaissant I'image I5(s) d’un courant iy (t)

B s+ 2 B 5+ 2
24 T754+12  (s+3)(s+4)

I5(s) (1.12)

on désire calculer i5(04), i2(00) et ia(t).



1.1 La transformation de Laplace

Valeurs initiale et finale Le théoréme des valeurs limites permet d’obtenir

i2(04) = sIz(s)],_o = 1[4]

ig(00) = s Iy(s)|,_o = O [A]

Recherche des péles Les poles de la fonction-image I5(s) sont évidemment les
mémes que dans ’exemple précédent

pr =3 [i] et p = 4 [L}

sec Sec

Evolution temporelle Comme les poles de I5(s) sont les mémes que ceux de
Iexemple 1, la fonction I5(s) se décompose en deux fractions simples identiques
aux précédentes :

Ay Ap

Io(s) —
2(s) 513 514

D’ou
ia(t) = (Ay exp(—3t) + Ay exp(—4t)) - €(t)
Comme les constantes de temps sont les mémes que précédemment, la durée du

régime transitoire n’est pas changée. Seules les valeurs des coefficients A; et Ay vont
distinguer ces deux réponses temporelles.

Courants i () et i,(t)

0.2 4

0.15 n

0.1 a

i, (0 [A]

o
o
wn
=
=
n
N

25

i, (0 [A]

o
o
[&)]
=
=
5
N

2.5
t [sec]

FI1G. 1.1: Evolution des courants i,(t) et iy(t)
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La réduction & un méme dénominateur commun donne
s+ 2
(s+3)(s+4)
Ay A,
s+3+s+4
(Al + Ag) S + 4A1 + 3A2
(s+3)(s+4)

[2(8) =

On en déduit que

Al + A2 =1
4A1 + 34, = 2
d’ou
A = -1,  Ay=2
-1 2
I —
A9 = 3t o
qui correspond au courant
ia(t) = (—1 exp(—3t) + 2 exp(—4t)) - €(t) (1.13)

Une illustration des courants i;(t) et iz(t) est donnée dans la figure 1.1. Comme on
I’a déja dit, une modification du numérateur, c’est-a-dire des zéros de la fonction-
image, ne modifie en rien les constantes de temps des exponentielles constitutives
du signal ; seules leurs amplitudes sont changées.

Remarque Dans les expressions temporelles ci-dessus, on a pris soin, en utilisant
la fonction €(t), de toujours préciser que ces expressions étaient nulles pour ¢ < 0.
Afin d’alléger I'écriture des fonctions a venir, on admettra implicitement que toutes
les expressions temporelles sont nulles pour ¢ < 0.

Exemple 3

On désire connaitre i3(0), i3(c0) et i3(t) sachant que la fonction-image I3(s) vaut :

252 + 155 + 125
(s2 4 10s + 125)

[3(8) = S (114)

Valeurs initiale et finale Le théoréme des valeurs limites permet d’obtenir immeé-
diatement :

i3(0) = sI3(s) [s00 = 2[4]
iz(00) = sI(s)|,_o=1[4]



1.1 La transformation de Laplace

Recherche des pdles Les poles sont les racines du dénominateur de la fonction-
image I3(s) qui valent

1
p1 =0, P23 = —95 =+ 710 {—]
sec

Evolution temporelle Le calcul du courant is(t) se fait en décomposant la fonction
I3(s) en somme d’éléments simples. Comme il y a trois poles, la fonction I3(s) se
décompose en trois termes :

Al A2 Ag
=—+ — + :
s s+5+710 s+5—7410

I3(s) avec Ay = Aj

Les deux derniéres fractions se rameénent, par réduction a un méme dénominateur
commun,a une fraction quadratique de la forme :

_ A B(s+5)+C

L) =+ e

Utilisant le théoréme de 'amortissement et le tableau des transformées élémentaires,
on en déduit que la forme générale de i3(t) est

C
i3(t) = Ay + exp(—5t) | B cos(10t) + 10 sin(10t)
que 'on écrira de préférence sous la forme équivalente suivante

’L3(t> = Al + A23 exp(—5t) - COS (10t + Oé23>

Courant is(t)

15 .

iy (0 [A]
=
T

05F .

oL I I I I i ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
t [sec]

FI1G. 1.2: Evolution du courant i3(t)

Cette forme de i3(t) fait apparaitre un amortissement de constante de temps

et une oscillation de pulsation

w, = 10 [rad/sec]
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Pour obtenir 'expression exacte du courant, il faut encore calculer les coefficients
A, B et C. En identifiant les numérateurs de la fonction I5(s), on obtient :

252 4+ 155 + 125
s(s?+ 10s + 125)
A B(s+5)+C
s (s+5)2+102
(A+ B)s*+ (10A+ 5B+ C) s+ 1254
s(s2 4 10s + 125)

[3(5) =

d’ou

Ce qui correspond au courant suivant

i3(t) = 1 + exp(—>5t) cos(10¢) (1.15)

Conclusions Ici également, la dynamique du signal est décrite par les poles de la
fonction-image. On en déduit en particulier :
la durée du régime transitoire :

ty =~ 57 =5/5 = 1 [sec]

la période de l'oscillation amortie :

2T 2w
T,= o =15 ™ 0, 6 [sec]
le nombre de périodes visibles :
tir 1 sec .
Noge = — = ~ 1.6 périod
T, 0.6sec peHoqes

On constate aussi que la présence de deux poles conjugués complexes conduit a un
trindme s’écrivant sous la forme d'une somme de deux carrés parfaits

s 4+ 10s + 125 = (s + 5)? + 10?

dans lesquels on trouve les parties réelle et imaginaire de la paire de poles. On
voit donc que la partie réelle des poles (—5) entraine un amortissement temporel
correspondant & une translation dans le domaine complexe. Alors que la partie
imaginaire (£510) conduit a une oscillation impliquant une somme de deux carrés
parfaits dans le domaine complexe.



1.2 Réponses temporelles vs poles et zéros

i(t) R L cl |
o | I

Fi1aG. 1.3: Circuit RLC série

1.1.3 Impédances et fonctions de transfert symboliques

Tout circuit constitué de résistances, capacités et inductances peut étre modélisé
par une équation différentielle linéaire a coefficients constants qui représente ainsi
un systéme linéaire et temporellement invariant (LTT).

Dans le cas d'un circuit RLC série a conditions initiales nulles (figure 1.3), I'équation
différentielle pour t > 0 s’écrit

u(t) = Ri(t) + LY +C/ (1.16)

Sa transformée de Laplace est

1
U(s) = RI(s)+ LsI(s)+—I(s)
sC
d’ou 1
U(s) = (R 4L+ E) I(s) = Z(s) I(s) (1.17)
On retrouve ici la loi d’Ohm faisant apparaitre I'impédance symbolique
U(s) 1
Z(s) = sL 4+ — 1.1
(s) T(s) =R+ sL+ <C (1.18)

= R+ jwlL+ —— (1.19)

1
JjwC
A partir de ceci, on voit que toutes les descriptions de circuits AC possédent leur

équivalent symbolique. En particulier, la régle du diviseur de tension est applicable
et, permet de calculer les fonctions de transfert de quadripoles

__ Z(s)
I>(s)=0 Z1(8) + Za(s)

1.2 Réponses temporelles vs péles et zéros

1.2.1 Effets des poles et zéros

En conclusion des exemples ci-dessus, on retiendra les points suivants :
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1.

8.

Une fonction-image X (s) d’un signal z(t) s’écrit sous la forme d’un rapport
de deux polyndémes

N(s)
D(s)

X(s) = (1.20)

Le comportement temporel transitoire est totalement déterminé par les poles
de la fonction X (s) (racines du dénominateur).

A chaque pole correspond une exponentielle dont Iexposant est le pole py
multiplié par le temps ¢.

La forme générale de la fonction temporelle est donc déterminée par les poles
t) = Ay exp(+pt) (1.21)

Les constantes de temps dépendent de la partie réelle des poles

1

Re(po) (1.22)

Tk —

Les périodes des oscillations sont fixées par la partie imaginaire des poles

2T

T = ————
P [ Im(py)|

(1.23)

Les racines du numérateur de la fonction-image sont appelées les zéros de
la fonction ; leur effet n’intervient qu’au niveau des amplitudes des fonctions
temporelles, mais pas du tout sur les paramétres dynamiques.

Les systemes stables sont caractérisés par des poles a partie réelle négative.

Une illustration tirée de |2 montre le comportement des systémes suivant ’empla-
cement de leurs poles dans le plan complexe (figure 1.4).

1.2.2 Effet des conditions initiales

Considérons comme exemple le circuit RLC série pour lequel les conditions initiales
(CI) ne sont pas nulles et calculons I’évolution du courant qui le traverse. Pour ¢t > 0,
I’équation différentielle de ce circuit s’écrit

u(t):Rz'()+L +C/ £)dt + uc(0)

Sa transformée de Laplace vaut

U(s) = RI(s) + L(sI(s) — iy (0)) + % I(s) + ucS(O)

Regroupant les facteurs de la fonction I(s), on obtient

10

U(s) + LiL(0) “CS(O) — I(s) <R VL4 %) —1(s) 1 SRSJ s’LC



1.2 Réponses temporelles vs poles et zéros

Plan complexe

Graphedelaréponse

0 R
b s=01jw, impulsionnelle .
bs
wO
Réel Asymptotiquement
négatif stable
: -0
0 0
g
d o,
Réel Instable
positif
*— O
0 0
@, g
Nul Marginalement
(Multiplicité = 1) & stable
I 0 0
Complexe L ), g
conjugué ¥ l; i\‘/“ﬁ Asymptotiquement
e +—t—
sznxé réelle % |0 0 L y___ stable
négative e el
Imaginaire Marginalement
conjugué stable
(Multiplicité = 1)
Imaginaire
conjugué Instable
(Multiplicité = 2)
Complexe
conjugué Instable
Partie réelle
positive
A @, g
=t
Nuls & Instable

(Multiplicité = 2)

F1G. 1.4: Position des poles et réponses temporelles [2]

11
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On voit ainsi que les conditions initiales jouent le role de sources de tension décrivant
I’état du systéme en l'instant ¢t = 0. De cette équation, on peut tirer le courant

sC Uls) 4+ sLCip(0) — Cuc(0)

I(s) —
)= T Rc 1o VWY T RO T 2LO

On constate alors que les dénominateurs des deux fractions sont les mémes et qu’ils
ne dépendent pas des conditions initiales. On en déduit que les poles de la fonction,
donc la dynamique de la réponse temporelle, sont indépendants des conditions ini-
tiales. Seules les amplitudes des fonctions temporelles seront modifiées par celles-ci.

Plus généralement, on dira que la réponse d'un systéme est décrite par la somme de
deux termes faisant intervenir le signal d’entrée X (s), le systéme G(s) = N(s)/D(s)
et, ses conditions initiales

N(s) P(s;CI)
D) T D)

(1.24)

ol :
P(s;CI) est un polynome dont les coefficients dépendent directement des CI et
qui s’annule si celles-ci sont nulles;
N(s) et D(s) sont le numérateur et dénominateur de la fonction décrivant le
systéme.
Ce résultat est important car il montre que la connaissance des poles du systéme,
c’est-a-dire du dénominateur de la fonction G(s) décrivant le systéme suffit pour
prévoir le comportement temporel de celui-ci.

1.3 Analyse d'un systéme d’ordre 1

1.3.1 Fonction de transfert

L’exemple type d’un systéme d’ordre 1 est le filtre passe-bas RC (figure 1.5. Dans
le cas ot le courant de sortie du quadripole RC est nul, le quadripole est décrit par
I'équation différentielle suivante (CI nulle)

ui(t) = Ri(t) +us(t) avec wus(t) = uc(t) = é /Oti(t) dt (1.25)

La transformation de Laplace de ces deux équations donne

I(s)

Ui(s) = RI(s) + Ux(s) avec Us(s)= e

Tirant le courant I(s) = sC Us(s) de la deuxiéme équation et le portant dans la
premiére, il vient

Ui(s) = sRC Us(s) + Us(s)

12



1.3 Analyse d’un systéme d’ordre 1

us(t) ¢ ua(t)

F1G. 1.5: Circuit élémentaire d’ordre 1

Sachant la fonction de transfert d'un quadripole est définie comme le rapport des
tensions sortie/entrée, on retrouve la fonction de transfert bien connue du circuit

RC
UQ(S) 1

Us)|, . 1+sRC

dont la constante de temps 7 = RC détermine la dynamique du circuit.

(1.26)
I>=0

De maniére générale, un systéme d’ordre 1 est représenté par une fonction de trans-

fert de la forme ; ;
Gs) = 2218 (1.27)

ap + ais

dont la description se fera de préférence dans une des deux formes canoniques sui-

vantes
. b(] 1+ T2 S

G(s) = P (forme de Bode) (1.28)
b 1 b
G(s) = =+ s+ lm _ st (forme de Laplace) (1.29)
018“—1/7'1 a; S+ wi
avec
1 ap 1 bl
Tn=—=— Tg = — = —
w1 Qo wy by

1.3.2 Poéle et réponse transitoire

Un tel systéme posséde un pole et un zéro qui valent

1 1
Pro= —— 7= (1.30)
T1 T2
La réponse transitoire de ce systéme est alors décrite par une exponentielle

1
yn(t) = A4 et/ avec T = M (1.31)

1.3.3 Réponse indicielle

L’image de la réponse indicielle d’un systéme est décrite par
1

Y(s) = X(s)G(s) avec X(s)= . (1.32)

13
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Cas particulier Dans le cas d’un simple filtre passe-bas, on a

1 1

s 1+sT

1 1/
ss+1/7

Ag A
s s+ 1/7

Y(s) =

avec Ag = 1 = —A;. La transformation inverse conduit a I’expression bien connue

y(t) =1—exp <—£) (1.33)

Réponses indicielles d’ordre 1
T T T

0.8 n

0.6 .

y,

0.4 .

0.2 .

o
T
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
5F 4
41+ 4
= 3r T
VN
> 2+ A
l,
o o
| | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t [ms]

F1G. 1.6: Réponses indicielles de deux systémes d’ordre 1

Cas général Dans le cas d’un systéme d’ordre 1 quelconque décrit par

bo + bis
G(s) = —= (1.34)
ap + a;s
on peut montrer que, indépendamment de la valeur des coefficients, les réponses
indicielles sont telles que

1. L’évolution temporelle est entiérement décrite par

(0) = (0) + (y(o0) () (1-exp (-2)) (1.35)

14



1.4 Analyse d’un systéme d’ordre 2

2. Le temps pour atteindre la valeur y(t) vaut

I TCOR0)
t=r11 (y(oo)_y(t)> (1.36)

3. Le 63% de I’évolution temporelle est réalisée au temps ¢t = 7 car on a
exp(—t/7)|,_. = e ' ~0.37 (1.37)

4. Le temps de montée défini comme le tempes nécessaire pour passer de 10% a
90% de la variation y(co) — y(04) vaut

t. = tooy — tion, = 7 In(9) (1.38)

Les réponses indicielles de deux systémes d’ordre 1 décrits par

1 _1"‘87’2

Gl(s):1+37'1’ G2(S)_1+87‘1

avec 711 = 1ms, 5 =5ms

sont illustrées dans la figure 1.6.

1.4 Analyse d'un systéeme d’'ordre 2

1.4.1 Fonction de transfert

L’exemple type d’un systéme d’ordre 2 est le filtre passe-bas RL-C (figure 1.7. Dans le
cas ol le courant de sortie est nul, le quadripole est décrit par I’équation différentielle
suivante (pour laquelle on admet que les CI sont nulles)

w(t) = Rz'(t)+Ld;(f)+uc(t) (1.39)
wt) = uc(t):é/otz’(t)dt (1.40)

La transformation de Laplace de ces deux équations donne

Ui(s) = RI(s)+sLI(s)+U.s)

UQ(S) = UC(S>:]:S(—2,>

Tirant le courant I(s) = sC Us(s) de la deuxiéme équation et le portant dans la
premiére, il vient

Ui(s) = sRC Uy(s) + s*LC Uy(s) + Us(s)

15
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R L -

us(t) C___ | uAt)

Fia. 1.7: Circuit élémentaire d’ordre 2

Sachant que la fonction de transfert d'un quadripole est définie comme le rapport
des tensions de sortie et d’entrée, on retrouve la fonction de transfert bien connue
du filtre passe-bas

1
14+ sRC + s2LC

(1.41)

12=0

Comme un systéme d’ordre 2 peut représenter autre chose qu’un simple circuit RLC,
on préfére travailler avec une expression plus générale pour le dénominateur

D(s)=1+4— 2 4 <i>2 (1.42)

faisant intervenir la pulsation naturelle du systéme w,, et le facteur de qualité )y ou
son inverse, le coefficient d’amortissement

1
= _—— 1.43
(=55 (1.43)
Ce qui donne
1 1
G(s) = _— mvi - Y (1.44)
ltgamt(z) 1A+ ()

De maniére générale, un systéme d’ordre 2 est représenté par une fonction de trans-

fert de la forme
ap + a1 + ays®

G(s) = (1.45)

B bo + bls + b282

Pour ce qui suit, on se contentera d’analyser les systémes de type passe-bas décrits
par

1
G S —
(S) 1+ bls + 6282

dont la description se fera dans une des deux formes canoniques suivantes

G(s) = ! (forme de Bode) (1.46)
. P
g s+ (@)
2
G(s) = “n (forme de Laplace) (1.47)

$2 4 2Cwy, § + W2

16



1.4 Analyse d’un systéme d’ordre 2

1.4.2 Pobles et réponse transitoire

Les poles d’un systéme décrit par cette fonction de transfert G(s) valent

pra = —Cwnt\(Cwn)? —w? = —w, (g 4./ 1> (1.48)

Selon la valeur de ¢, on voit que ces poles peuvent étre réels, complexes ou imagi-
naires. Pour étudier le comportement temporel du systéme, il faut donc considérer
les trois situations suivantes.

Réponses indicielles

1.5 1.5 1.5
1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
=02 =04 (=0.6
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
1.5 1.5 1.5
. 1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
(=08 (=1 =12
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
1.5 1.5 1.5
1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
(=14 (=16 =18
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
temps temps temps

F1G. 1.8: Réponses indicielles d’un systéme d’ordre 2 en fonction de (

( > 1 : les poles sont réels distincts La réponse transitoire du systéme est alors
décrite par

1
yn(t) = Ay e T 4 Ay et avec Tyo = ﬁ (1.49)
P12
La durée du régime transitoire ;. vaut alors
Lo ™~ 5 Tas (1.50)

¢ = 1 : les poles sont réels confondus La réponse transitoire du systéme est
alors décrite par

1 1
yn(t) = Ay eV (14 Ayt) avec T=-— = — (1.51)
|p1] |p2]
Dans ce cas, la durée du régime transitoire vaut
by =TT (1.52)
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

0 < (< 1:les poles sont complexes La réponse transitoire du systéme est alors
décrite par
yn(t) = Ay e cos (wyt + o) (1.53)

avec . .
— = 1.54
|Re (p1,2)| Cwn, ( )

2
wp = 7= [Im (p12)] = wny/1 — (2 (1.55)

p

T

La durée du régime transitoire et le nombre de périodes visibles valent alors

ttr

ty >~ 5T, Noge ™=
t T,

(1.56)

Tenant compte de ces expressions, on en déduit que pour les systémes dont le fac-
teur de qualité est supérieur a 0.5, le nombre de périodes visibles durant la partie

transitoire vaut .
5T VvV1—¢ 5
Nopge ™ — =5 — = —/4Q3% -1 1.57
T, 21 ¢ or VA (1.57)

Dans le cas ol le facteur de qualité est supérieur a 1, le nombre de périodes visibles
vaut environ 1.6 Q).

1.4.3 Réponse indicielle d’un systéme d’'ordre 2

La réponse indicielle d'un systéme d’ordre 2 est décrite par

1 w?
- n 1.58
s §2 4+ 2Cwy, s + w? (1.58)

Y(s) = X(s)G(s) =

L’image de Laplace de la réponse y(t) posséde un pole py di au signal appliqué
x(t) = €(t) et une paire de poles p; o provenant du systéme G(s) :

po=0 et pa = —w, (gi\/c2—1) (1.59)

La figure 1.8 illustre la réponse indicielle d'un systéme d’ordre 2 pour différentes
valeurs du coefficient d’amortissement (. Le regroupement de ces réponses sur un
seul graphe (figure 1.9 a) permet de mettre en évidence les caractéristiques de la
réponse indicielle d'un systéme d’ordre 2.

Position des poles La figure 1.9 b montre comment les poles se déplacent dans le
plan complexe lorsque ¢ varie de 0 a l'infini. On peut relever que pour 0 < ¢ < 1,
Iangle ¢ parcouru sur le demi-cercle est tel que sin(¢)) = ¢. Globalement, on peut
alors considérer les quatre situations suivantes

1. ¢ = 0 : les podles sont imaginaires; ils se situent sur 1’axe imaginaire en
+jwp,.
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1.4 Analyse d’un systéme d’ordre 2

Réponse indicielle d'un systéme d’ordre 2

1.5 T T
1=1/2Q)
Lop DUV 2
7=04
7=06
105%
1 I
5% | S AT S~
90%
7=20
051 .
10%
/ t t,
0 | |
0 5 10 15
tw [/]
Al Depaseement A
souhaité D(y
aé\(\\g =0
0<C<1
! +on
1<{<oe [{=1 Re / Re
S >
1<l<o \-1/’5
N -jo
0 < g <1 Systeme n
=0 Rapidité
souhaitée

F1G. 1.9: Réponse indicielle et lieu des poles en fonction de ¢
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

2. 0 < ¢ <1 :les poles sont complexes; ils se déplacent alors sur un demi-
cercle de rayon w,,.

3. ( =1 : les poles sont réels confondus; ils se situent sur I'axe réel en —w,,.

4. 1 < ( < o0 : les pobles sont réels négatifs distincts; I’'un des deux poles
parcourt ’axe réel négatif de —w,, & —oo alors que le deuxiéme se déplace de
—wy, a 0 et ralentit la réponse temporelle.

Domaine intéressant Sur la figure 1.9 ¢, on a représenté dans le plan complexe un
domaine délimité par le dépassement D souhaité (droite inclinée), la constante de
temps désirée 7 (droite verticale) et le lieu des poles décrivant le systéme d’ordre 2.
Ainsi, la partie grisée correspond-elle & une réponse indicielle dont le dépassement
est inférieur a D et le temps d’établissement ¢, inférieur & 3 7. On voit que seules
certaines valeurs de ( permettent d’atteindre le comportement souhaité.

Temps caractéristiques Dans le cas ou ( < 1 ou, de maniére équivalente, g >
0.5, ces éléments caractéristiques sont
1. la constante de temps

1
= 1.60
T o (1.60)
2. la période d’oscillation
27
T = ——— 1.61
p wn /1 _ CQ ( )
3. le temps d’établissement a 5% de la valeur asymptotique
3
ts =t y 23T = — 1.62
(100+5)% T Com ( )
4. la durée du régime transitoire
)
ty =t f DT = — 1.63
t (100£1)% T Com ( )
5. le nombre de périodes visibles
ttr 5T
Nyge = — = —~1.6 1.64
T,° T, Qo (1.64)
6. le dépassement qui ne dépend que de ( < 1
—¢ | In(D)]
D = exp <7> & (D)= ———=— (1.65)
V1= 72 + In*(D)
7. le temps de montée valant trés approximativement
1.8
tr = tgo% — th% ~ w_ (166)

n
La figure 1.10 montre I’évolution des grandeurs caractéristiques t,., t5 et D en fonc-
tion de (. Il est important de noter que le calcul du temps de montée d’un systéme
d’ordre 2 conduit a une équation transcendante et qu’il n’existe donc pas de solution
analytique, d’on 'approximation proposée par 1’équation (1.66).
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1.5 Réponses temporelles des circuits linéaires

Temps de montée Temps d’établissement Dépassement
35 80
3 15
25 60
=2 =10 —
3 3 8 40
S 15 // S il
1 5 20
0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
14 ¢ 14

F1G. 1.10: Temps de montée, d’établissement a 5% et dépassement en fonction de ¢

Réponse optimum Dans la mesure ou I’on recherche une réponse atteignant rapi-
dement sa valeur asymptotique, la figure 1.9 a montre qu’un compromis raisonnable
entre le temps de montée t,, le dépassement D et le temps d’établissement ¢, est
obtenu lorsque ¢ ~ 0.7. Pour cette valeur particuliére de (, on obtient

t, ~ 2L

3 1
ts ~ = lorsque ( ~ 7 = 0.7 (1.67)
D ~ 5%

1.5 Réponses temporelles des circuits linéaires

On notera en préambule que les principes présentés ci-aprés dans le cadre de circuits
électriques sont tout a fait généraux et applicables a n’importe quel systéme linéaire
et temporellement invariant.

1.5.1 Représentation des quadripéles

Un quadripole est décrit complétement par des deux grandeurs d’entrée (uq(t), i1(t))
et ses deux grandeurs de sortie (uq(t), i2(t)). Aprés transformation de Laplace, on
obtient les images des tension et courant d’entrée Up(s) et [1(s), et des tension
et courant de sortie Us(s) et I5(s) qui permettront de représenter le circuit par la
fonction de transfert Q(s) (figure 1.11).

Le plus souvent, on se contente de caractériser un quadripdle par le rapport des
tensions d’entrée et de sortie :

(1.68)
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

i4(t) Io(t)

_— ]

us(t) Q(s) Uz(t)

F1G. 1.11: Quadripdles et ses signaux d’entrée et de sortie

Cependant et plus généralement, ce sont six relations qui peuvent étre définies entre
les signaux d’entrée et de sortie :
— I'impédance d’entrée

Zin(s) = 208) (1.69)
[1(5) Uz=0
le gain en tension
Us(s)
Ay(s) = (1.70)
Ul(S) I=0
le gain en courant
I5(s)
Aj(s) = (1.71)
I1(s) Us=0
— la transimpédance
U-
Z(s) = 200 (1.72)
I1(s) =0
— la transconductance
I5(s)
Yiu(s) = (1.73)
Ul(S) Up=0
I'impédance de sortie
Us(s)
Zou = 1.74
t(s) —]2(8) S ( )

1.5.2 Pobles d'un systéme et réponse temporelle

Considérons I'entrée x(t) (un courant ou une tension) d’un quadripole et y(t) sa
réponse (également un courant ou une tension) ainsi que @(s) une des six représen-
tations du circuit. On a alors

P(s;CI
L Pseh (1.75)
D(s)
ou P(s;CI) est un polynome en s, dont les coefficients sont déterminés par les
conditions initiales, et D(s) est le dénominateur de Q(s). Les poles associés a Y (s)
proviennent du systéme Q(s) (régime transitoire) et du signal d’entrée X (s) (régime
force).
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1.5 Réponses temporelles des circuits linéaires

Dans le cas ou les poles ne sont pas confondus, la réponse temporelle y(t) est alors
la somme des fonctions temporelles décrivant le régime transitoire (dicté par Q(s))
et le régime forcé (dicté par X(s))

y(t) = Z Ap exp(pmt) + Z B, exp(pnt) (1.76)

m=1 n=1

ou les p,, sont les M poles de Q(s) et les p, sont les N poles de X (s).

1.5.3 Evaluation du comportement temporel

Pour évaluer le comportement temporel d’un systéme a CI nulles décrit par sa fonc-
tion de transfert générale Q(s), il suffit d’appliquer les étapes suivantes.

1. Rechercher I'image X (s) du signal d’entrée et la représentation ((s) souhaitée
du systéme. Le signal de sortie est alors décrit par

Y(s) = X(s) Q(s) (1.77)

2. Calculer les valeurs asymptotiques du signal de sortie
y(t = 0,) = sY(5)], (1.78)
y(t = 00) = sY(s)],_, (1.79)

3. Rechercher les poles de Y (s), c’est-a-dire les racines de D(s). On en déduira
alors que le systéme est
a) stable si tous les poles sont & parties réelles négatives;

b) marginalement stable s’il y a une paire de poles purement imagi-
naires ou un pole nul alors que les autres sont a parties réelles négatives ;

c¢) instable, s’il y a un pole a partie réelle positive.
4. Calculer les paramétres dynamiques de la réponse temporelle en considérant
a) pour chaque pole réel py

i. la constante de temps

1
™ = TRe (on) (1.80)

ii. la durée du régime transitoire du pole pg
Lir 1 = DT (1.81)

b) pour chaque paire de poles complexes py
i. la constante de temps de I’amortissement

1

= TRe o) (1.82)

Tk
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

ii. la période de 'oscillation

2m
Ty = m (1.83)
iii. la durée de l'oscillation
tir 1 = DTk (1.84)
iv. le nombre de périodes visibles
bir
Noge = tT;f (1.85)
5. Evaluer la durée du régime transitoire
ti ~ 5 max {7} (1.86)

Dans le cas (plutot rare) ou I'on souhaite obtenir I'expression exacte de y(t), il faut
décomposer Y(s) en somme de fractions simples, puis calculer les valeurs de chacun
des coefficients correspondants. La réponse y(t) est alors la somme des fonctions
temporelles correspondant & chacune des fractions simples.

1.5.4 Exemple

On considére ici la mise en cascade d’un filtre passe-bas d’ordre 1 suivi d'un filtre
passe-bande d’ordre 2. Admettant que ’ensemble est décrit par la fonction de trans-
fert suivante

B 1 0.3-107%s

1 +1-1073s 140.3-1074s+1-1078s2

on se propose d’évaluer la réponse indicielle de ce systéme d’ordre 3 dont les CI sont
admises nulles.

G(s)

En suivant les étapes proposées ci-dessus, on trouve :

1. L’image Y (s) du signal de sortie décrit par une fonction d’ordre 4

1 1 0.3-107%s

Y(s) = X(s) G(s) = =
(5) =X(5)G(s) = 177095 130310 %s + 1. 10552

2. Les valeurs asymptotiques de y(t)

(0. 9]

y(t —04) = sY(s)],_ = o5 =0
0
y(t — 00) = sY(s)|,_o = 71=0

3. Les poles et zéros de Y(s) au nombre de 4 et 1, respectivement

po =0 dia au signal d’entrée
p1 = —1000[1/sec]  dia au filtre passe-bas
P23 = —1500 & j9887 [1/sec]  dus au filtre passe-bande

z1 =0 da au filtre passe-bande
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1.6 Réponse impulsionnelle d’un systéme

Comme tous les poles du filtre sont a partie réelle négative, on en déduit que
celui-ci est stable et que la réponse temporelle est décrite par

y(t) = Ao + Ay exp(—1000t) + A exp(—1500t) cos(9887t + )

On notera que le pole py, dit au signal d’entrée, est compensé par le zéro z; du
filtre passe-bande (mathématiquement, les termes en s du numérateur et du
dénominateur se simplifient) et conduit ainsi & 'annulation de la constante A,.
4. Les paramétres dynamiques fixés par
a) le pole réel p; qui donne la constante de temps
1
T =———=1[ms]

|Re (p1)]
et une durée de I’exponentielle amortie valant t;.1 ~ 57 = 5 [ms]

b) la paire de poles complexes conjugués ps 3 qui conduit a

i. un amortissement de constante de temps
1

Togs = ——— = 0.667 |ms
%= [Re (ps) ]
ii. une oscillation de période
2T
Toe = = 0.635 |ms
%= [T (o) s

iii. une oscillation de durée
ttr, 23 — 57’23 = 33 [ms]

iv. un nombre de périodes visibles

ttngg . 3.3 [ms]

= ~ 5.2
T23 0.635 [ms]

Nosc =

5. La durée du régime transitoire
ty ~ b max {1} =5-1[ms| = 5[ms]

La réponse indicielle y(t) de ce filtre est présentée a la figure 1.12 avec les contribu-
tions y(t) et y2(t) dues, respectivement, aux poles p; et pg 3.

1.6 Réponse impulsionnelle d'un systéme

Pour des raisons de simplicité de description ou d’analyse, on étudie souvent les
signaux et systémes dans le domaine fréquentiel. Cependant, ceux-ci évoluent tou-
jours dans le domaine temporel et leurs réponses physiques sont toujours temporelles.

Parmi celles-ci, on distingue plus particuliérement les suivantes :
la réponse sinusoidale due a un signal d’entrée en régime sinusoidal permanent ;

la réponse indicielle due a un saut unité appliqué a I'entrée du systéme;
la réponse impulsionnelle consécutive a I'application d’un signal purement théo-
rique non réalisable, I'impulsion de Dirac.
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Réponse indicielle d'un filtre

T T T
0.04 e
X 0.02F .
O L | | | | | \ | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
0.03+ e
o 002f e
=
0.01f e
O -
| | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
0.02f e
e or
N
>
-0.02| e
I I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t [ms]

F1G. 1.12: Réponse indicielle y(t) d’un filtre passe-bande et ses deux composantes
temporelles y;(t), ya(t)

1.6.1 Remarques concernant l'impulsion de Dirac
Définition

L’impulsion de Dirac est définie comme une impulsion d’amplitude infinie, de largeur
infiniment petite et de surface unité. Mathématiquement, cela revient a la décrire
comme suit

oo st t=0
5(t) = avec / S(t)dt =1 (1.87)
0 si t#£0 —°

Valeur instantanée d’'une fonction

L’utilisation de I'impulsion de Dirac permet de calculer la valeur instantanée d’une
fonction par I'intermédiaire de I'intégrale suivante :

“+o00
flto) = | f(t)o(t —to)dt (1.88)
En effet, si la fonction f(t) est continue aux environs de tg, le produit f(t) d(t — to)
est nul partout sauf en ty; on peut donc remplacer f(t) par sa valeur en to, f(to).
L’intégrale s’écrit, alors :

+oo

|7 p w60 to)de = ft0) [ 50— to) i = f(t)

—00 —00
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1.6 Réponse impulsionnelle d’un systéme

puisque, par définition, I'impulsion de Dirac posséde une surface unité.

De I'équation 1.88, on déduit les résultats intéressants suivants

f0 = roys0—tyas (1.89)
400
flt=to)= [ " FO)80—(t—to) a0 (1.90)

Ces deux équations portent le nom d’intégrale de convolution que 1’on écrit symbo-
liquement sous la forme

£(0) = £(t) @ 601 (1.91)
flt—to) = f(t) ®(t —to) (1.92)

On remarque ainsi que l'impulsion de Dirac est 1’élément neutre du produit de
convolution.

Poids d'une impulsion de Dirac

En pratique, la surface d’une impulsion de Dirac n’est que rarement égale a I'unité ;
de plus, si I'impulsion est une tension électrique, sa surface se mesure en [V sec].
Cette derniére est souvent désignée par le poids de ['tmpulsion de Dirac. On remarque
ainsi que, lorsque 'on parle abusivement de “I’amplitude” d’une impulsion de Dirac,
il s’agit en réalité de son poids, donc de sa surface.

1.6.2 Réponse impulsionnelle

Mathématiquement, la réponse impulsionnelle d'un systéme s’obtient par transfor-
mation inverse de sa fonction de transfert

h(t) = L7 H(s)} (1.93)

En effet, h(t) est bien la réponse du systéme a I'application d’une impulsion de Dirac
x(t) = d(t) car on a

Y(s)=X(s)H(s)=1-H(s) & y(t)=1-h(t)=h(t)

Pratiquement, on ne peut pas réaliser une impulsion de Dirac; on ne peut que
I’approcher avec, par exemple, une impulsion rectangulaire de durée trés courte par
rapport aux constantes de temps du systéme. De plus, il faudrait que son amplitude
soit, suffisamment grande pour obtenir une action notable sur le systéme mais alors
celui-ci risque de saturer.

Considérons donc, pour saisir concrétement ce qui se passe dans un systéme, une
impulsion réelle de durée At suffisamment petite et d’amplitude E que I'on applique
a un circuit électrique d’ordre 2 a 1’état d’équilibre nul.
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

A u®)
E
R L
— YL
L]
uq(t) C__— |u)
t
o
-At 0

F1G. 1.13: Impulsion rectangulaire appliquée a un circuit RL-C

Si la durée de I'impulsion est trés petite, le condensateur n’a pas le temps de se
charger de maniére appréciable. On peut alors considérer que le circuit est constitué
de la résistance et de 'inductance seulement et qu’il est parcouru par le courant

i(t) = % (1 — exp (—

Comme la durée de I'impulsion est trés courte, on peut remplacer I'exponentielle
par son approximation linéaire et 1’on obtient

T=—

t—l—At)) L

Au moment ou I'impulsion revient a zéro en l'instant t = 0, le courant qui a pris
naissance dans le circuit vaut donc
E At E At E

' —ZA
O T ) Ay

Ainsi, pour t > 0, la tension appliquée au circuit est nulle alors que le courant i(¢) ne
I’est pas. On doit donc calculer un circuit a tension d’entrée nulle mais a conditions
initiales non nulles :

io = in(0) = %At e (0) = 0 (1.94)

[’équation différentielle pour ¢t > 0 s’écrit donc :

w(t) = 0= Ri(t) + dt c/ £) dt + uc(0) (1.95)

En transformant de Laplace et tenant compte des conditions initiales, il vient :

0 = RI(S)+L(SI(S)—iL(O))+%I(5)+uCT(O)
- <R+sL+$)I(s)—Lz’O
1
— <R+8L+E)I(s)—EAt
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1.6 Réponse impulsionnelle d’un systéme

Le courant circulant dans le circuit vaut donc :

sC
1) =1 rcrserc ©

At (1.96)

et la tension de sortie, prise aux bornes du condensateur, s’écrit :

I(s) 1
sC 14 sRC + s2LC

Us(s) = EAt (1.97)

On retrouve, dans cette expression, la fonction de transfert H(s) du circuit :

1
H(s) = R+ 210

(1.98)

Conclusion On a ainsi trouvé le résultat important suivant : si 'impulsion est
suffisamment bréve, la tension de sortie Us(s) est proportionnelle a la fonction de
transfert du circuit et a la surface de 'impulsion :

Us(s) = EAt - H(s) (1.99)

On peut montrer de maniére générale que ceci est vrai quelle que soit la forme
de I'impulsion a condition que sa durée soit négligeable par rapport aux temps
caractéristiques du circuit.

On obtient alors le résultat général suivant :

0
Us(s) = H(s) /_ Lt s A< T, (1.100)

qui, aprés transformation inverse, s’écrit également :

ws(t) :h(t)-/o u (8) dt (1.101)

—At

avec, comme on ’a vu

h(t) = LY H(s)} (1.102)

L’intérét porté a la réponse impulsionnelle d'un systéme est da au fait que cette
réponse représente uniquement le systéme, indépendamment de la forme du signal
d’entrée si celui est de durée suffisamment courte.

Il ne faut cependant pas oublier qu’une impulsion de courte durée ne fournit au
systéme qu’une énergie trés faible. L’amplitude du signal de sortie, qui a une durée
beaucoup plus importante, sera donc beaucoup plus petite que 'amplitude du signal
d’entrée. On court ainsi le risque de devoir mesurer un signal fortement entaché par
le bruit de mesure.
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

1.7 Produit de convolution

Dans l'analyse des systéemes linéaires, les réponses temporelles sont souvent étu-
diées en passant par la résolution des équations différentielles ou l'utilisation de la
transformation de Laplace ; ¢’est-a-dire que 'analyse et la résolution se font dans un
espace autre que le domaine temporel.

Or, ainsi qu’on va le voir a I'aide d’un diagramme, le produit de convolution permet
de calculer la réponse y(t) d'un systéme a un signal quelconque z(t) en restant dans
I’espace temps. Ceci est trés important pour les applications temps réel réalisées a
I’aide d’un processeur numérique par exemple.

1.7.1 Réponse temporelle des systémes linéaires

Considérons pour cela un systéme linéaire et temporellement invariant auquel on
applique une impulsion de Dirac §(¢). La réponse a ce signal est la réponse im-
pulsionnelle A(t) du systéme (figure 1.14 a). Elle représente ce dernier de maniére
compléte, comme le font la fonction de transfert H(s) ou I'équation différentielle.

Puisque le systéme est temporellement invariant, le décalage de I'impulsion d’une
valeur ty4, entrainera le méme décalage de la réponse impulsionnelle qui vaut alors
h(t —tq) (figure 1.14 b).

Comme le systéme est également linéaire, une modification de 'amplitude de 1'im-
pulsion de Dirac entrainera une modification de 'amplitude de la réponse impul-
sionnelle : & un signal d’entrée () - 6(t — @), le systéme répondra par z(6) - h(t — 0)
(figure 1.14 ¢).

Nous avons vu au paragraphe précédent que le signal d’entrée z(t) peut étre décrit
a l'aide d’une somme d’impulsions de Dirac :

o) = [ T 2(0)5(t — 0)db

— 00

Donc, comme le systéme est linéaire, la réponse a cette somme d’impulsions est la
somme des réponses impulsionnelles (figure 1.14d) :

y(t) = /+°° 2(0) h(t — 0) df

—00

Ce résultat est important parce qu’il permet de calculer directement la
réponse y(t) & partir du signal d’entrée z(t) et la représentation du systéme
h(t). Cette expression porte le nom de produit de convolution.

Un changement de variable permet de montrer que le produit de convolution est
commutatif. On a alors :

y(t) = /+°° +(0) h(t — 0) db — /+°° (t — 0) h(0) b (1.103)

—c0 —00
Le produit de convolution est souvent écrit sous la forme symbolique suivante :

y(t) = x(t) @ h(t) = h(t) © =(t)
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1.7 Produit de convolution

X(t) = 3(t) 1y() =ht)
(a)
! t
0 - 0 ;
¥ x(t) = 3(t-0) } y(t) = h(t-6)
(b)
! b
0 6 - 0 6 -
¥ x(t) = x(0) 8(t-0) ¥ y(t) = x(6) h(t-6)
(©)
0 o - 0 q B
dx() = f x(6) 8(t-6) do Yyt = f x(6) h(t-6) do
x(6) (d)
[ : Y ¢
ty 100 - ty 10 -

F1G. 1.14: Calcul d’un signal a ’aide du produit de convolution
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

1.7.2 Réponse d’'un systéme causal

Dans le cas fréquent ou le signal x(t) est appliqué en I'instant t = 0 et que le systéme
est causal, c’est-a dire que sa réponse impulsionnelle h(t) est nulle pour ¢t < 0, le
produit de convolution s’écrit :

y(t) = /Ot 2(0) h(t — 6) do = /Otzv(t —0)h(B) do (1.104)

Pour calculer y(t) a 'aide de la premiére de ces deux équations, il faut réaliser les
opérations successives suivantes (figure 1.15) :

1. retourner la réponse impulsionnelle autour de 1’ordonnée pour obtenir h(—6)
2. décaler h(—0) d’une valeur égale a t; ce qui donnera h(t — 0)
3. multiplier cette fonction h(t — 6) par le signal d’entrée z(6)
4. intégrer le résultat de ce produit entre 0 et £.
Cette démarche peut étre illustrée en considérant la réponse indicielle bien connue

d’un filtre passe-bas RC dont la fonction de transfert vaut :

1 1 1

H) =1 Re = Re s+ 1/RC

Sa réponse impulsionnelle est obtenue par transformation inverse de Laplace :

1
h(t) = =— e 1 (¢
(8) = 2 e (1)
L’illustration des deux approches de la convolution est donnée a la figure 1.15. On y
voit, en (a) les signaux originaux z(#) ou h(6), en (b) leur retournement, en (c) leur
décalage et en (d) leur produit. La surface sous cette derniére courbe (son intégrale)
représente le signal de sortie y(t).

Une deuxiéme illustration du calcul de la réponse indicielle d’un systéme linéaire
est donnée dans la figure 1.16. Les signaux représentés sont dans l'ordre : le saut
unité appliqué a 'entrée, la réponse impulsionnelle d'un circuit RL. C passe-bas et
le retournement du saut unité, le produit h(6) z(t — 0) représenté par 'enveloppe de
la surface noire, la valeur de cette surface en chaque instant.

1.7.3 Convolution numérique

Comme on I'a déja dit, le produit de convolution est nécessaire pour calculer une
réponse temporelle sans devoir passer par la résolution des équations différentielles ;
la connaissance de la réponse impulsionnelle h(t) suffit. Si cette démarche est peu
utilisée, c’est simplement parce que le calcul analytique de cette intégrale est souvent
peu aisé.

Par contre, dans le cas o1l on désire calculer numériquement la réponse d’un systéme,
le produit de convolution se préte parfaitement au calcul de celle-ci. Il suffit pour
cela de remplacer I'intégrale par une somme et la limite d'intégration supérieure par
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1.7 Produit de convolution

y(t) = s 2(0) h(t—0)dB | y(t) = [y h(0) z(t—6) df
h(®) ! X(0)
0 0
lo @ 0
h(-60) { X(-6)
0 0
0 © 0
i A
h(t-0) X(t-0)
J 9‘ 9‘
0 t © 0 t -
A
x(0) h(t-0)
X(0) X(t-6)
h(t-0) 0 0
lo t - @ -

FiG. 1.15: Convolution de deux signaux
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Exemple de convolution

1+ T Il Il Il Il
[
%
iy 0.5 n
3
0 I [ I I | ]
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
e
= A
o
1
4
S
« I
0.8 1
& 20t
]
=
1 0 q
4
-20 | | I I I I ]
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2
1+ .
=
Ob_t | | | |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps

FiG. 1.16: Exemple de convolution

une valeur finie suffisamment grande pour que la réponse impulsionnelle puisse étre
considérée nulle. Ainsi, dans le cas ot z(t < 0) = 0 et h(t > t;q) =~ 0, on obtient :

o) = [ "ot — 0) h(0) b ~ /0 "t — 0) h(6) d

En considérant que les signaux temporels z(#) et h(f) sont échantillonnés avec une
période At pendant une durée finie allant de 0 & t,,,4,, le calcul de y(t) peut alors se
faire comme suit :

ylnl =~ S aln — k| hK] At (1.105)

k=0

Ce qui, algorithmiquement, se traduit par les quelques lignes de code suivantes :

deltaT = tmax / kmax ;
for n = 0 to kmax

do begin
convol = 0.0 ;
for k = 0 to kmax
do begin
convol = convol + x[n-k] * h[k] ;
end ;
y[n] = convol * deltaT;
end ;
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1.8 Exercices

1.8 Exercices

Remarque Pour tous les exercices qui suivent, on admettra implicitement, sauf
précision contraire, que les conditions initiales sont nulles.

TL 1 Pour chacun des deux systémes décrits par les équations différentielles sui-
vantes

() + 119(t) + 24y(t) = 5i(t) + 3z(t)

63(t) + 11y(t) + [ (y(t) = 2() dt = w(t)

calculez leur fonction de transfert.

TL 2 Considérant les systémes décrits par les fonctions de transfert suivantes

s+5
M(s) = s2 £ 3518

s2+3s+5
Hy(s) =

s3+2s2+1s+3

retrouvez leur équation différentielle.

TL 3 Pour chacun des systémes décrits par les fonctions de transfert suivantes

5$—95
H(s) = s24+3s+8
Hy(s) — s°+35+5 s+ 3545
? $+252+15+3 (54 217) (s2 — 0.174s + 1.38)
552 + 7s + 2
Hals) = 53555

dessinez leurs poles et zéros dans le plan complexe. Déterminez s’ils sont stables ou
non ; justifiez vos réponses.

TL 4 Pour chacune des fonctions de transfert Hy(s) ci-apres,

1 S
Hi(s) = —— Hy(s)=—>
) =1 5m00 2% = S5 000
5 1+4-10-6
H — H =
3(5) = T 0% 14 1052 (8 = T T 1085 7 4. 10552
10e—3s s + 200 5
H = H —
(8) = 110 1095 1 4. 10952 o(8) = 50 T2 1010 % £4. 10652
1
H7(S)

T 1-5.104s+4-10 62
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

calculez leurs poles et zéros et dessinez leur position dans le plan complexe ;
calculez la réponse indicielle Uy(s) et donnez son expression générale us(t);

calculez les valeurs initiale et finale de uo(t) ;

= =

quelle sera la durée de la réponse transitoire et, s’il y a lieu, le nombre de
périodes visibles ?

5. esquissez chacune de ces réponses indicielles.

TL 5 On applique a un circuit RC passe-bas une rampe de pente constante a;

1. montrez qu’aprés le régime transitoire la sortie suit I’entrée avec un décalage
égal a la constante de temps 7 = RC';

2. esquissez la réponse a cette rampe.

TL 6 On peut montrer qu'un filtre passe-bas d’ordre 2 a poles complexes (( < 1)
suit une rampe appliquée en entrée avec un décalage 2¢/w,,. Admettant que ce circuit
est réalisé avec R =500Q, L =1mH, C = 1nkF,

1. dessinez le schéma du circuit;
2. calculez t;,. et N7

3. esquissez la réponse au signal u;(t) de la figure 1.17 lorsque ¢ty = 10 ps.

u4(t)

1 3t, 4t

A

Fic. 1.17: Ex. TL 6

TL 7 Considérant le circuit R — L//C de la figure 1.18,
1. de quel type de filtre s’agit-il 7
2. écrivez les équations temporelles reliant uy(t) & uy(t) pour ¢ > 0 (CI nulles) ;

3. a partir de celles-ci, recherchez la fonction de transfert du circuit.

]
|

us(t) —_ uo(t)

F1G. 1.18: Ex. TL 7T et TL 8
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1.8 Exercices

TL 8 Considérant le circuit R — L//C de la figure 1.18,

1. utilisez les impédances symboliques pour calculer directement sa fonction de
transfert ;

2. calculez le facteur de qualité, le coefficient d’amortissement, la constante de
temps, la période d’oscillation, la durée du régime transitoire et le nombre de

périodes visibles lorsque R =5k, L=1mH, C = 1nF;
3. esquissez sa réponse indicielle ; que valent us(01) et us(c0)?

4. quelle valeur faut-il donner a la résistance pour que N,z =~ 1.5.

TL 9 Considérant la réponse indicielle d’un systéme décrit par

14 5s/30
(14 5/10) (14 5/16 + 52/16)

G(s) =

1. que valent y(0) et y(c0) ?
2. écrivez G(s) dans la forme de Laplace ;
3. que valent les poles et zéros de G(s);
4. calculez les paramétres caractéristiques de la réponse transitoire ;
5. donnez la forme générale de la réponse indicielle y(t);
6. esquissez y(t).
Rép. - y(0)=0 71 =0.1[sec]  tirans = 10 [sec]

y(oo) =1 Ty = 2 [sec] Noyse = 6

TL 10 Quelle doit étre la fonction de transfert d’'un amplificateur tel que sa ré-
ponse indicielle est caractérisée par un temps d’établissement inférieur a 10 us et un
dépassement maximum de 5% 7 Estimez le temps de montée de cette réponse.

Conv 1 Considérant deux systémes distincts représentés par les réponses impul-
sionnelles respectives hy(t) et ho(t) de la figure 1.19,
1. utilisez le produit de convolution pour calculer les réponses indicielles y; (t) et
y2(t) de chacun des systémes;

2. esquissez avec soin ces 2 réponses;
3. a quoi correspond la valeur asymptotique y(t — co)?

4. si les signaux d’entrée et de sortie sont des tensions électriques, quelles sont
les unités des réponses impulsionnelles ?

Conv 2 On applique le signal z(¢) a un systéme dont la réponse impulsionnelle
est décrite par h(t) (figure 1.20). Calculez la réponse y(t) a l'aide du produit de
convolution. Pour vous faciliter la tache, analysez ce qui se passe dans les tranches
temporelles suivantes :

t<0, 0<t<T, T<t<2T, 2I'<t<3T, t>3T

puis effectuez une représentation graphique des fonctions intervenant dans ces tranches.
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1 ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Ah1 (t) Ah.2(t)

O At 0 2At

Fi1G. 1.19: Ex. Conv 1

Hth()

—
—

|

a T - d oT

Fia. 1.20: Ex. Conv 2

Conv 3 Dans cet exercice, on souhaite utiliser le produit de convolution pour
calculer la réponse indicielle d’un filtre passe-bas d’ordre 1 décrit par sa fonction de

transfert .

G(s) = ——
() 14+ sRC
Pour ce faire,

1. calculez la réponse impulsionnelle h(t) de ce systéme;

2. rappelez la définition du produit de convolution et esquissez les fonctions tem-
porelles intervenant dans celui-ci;

3. appliquez le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle du sys-
téme.

Rép : h(t) = 55 exp(—t/RC), y(t) =1 — exp(—t/RC)

Conv 4

On applique un signal z[n] a un systéme numeérique décrit par sa réponse
impulsionnelle h[n] :

| n [ ]-1]of1]2]3]4]5]6]7][8][9]10[11]12]13[14]---]
mjfoJofJoJol4[3[2]1]o]o[0o[o]Oo]O]O]O]OT]O
mofofolojojofo[4]3]2[1]0o[O0]0]O]0]0O]oO
[n]

>

8

<
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Utilisez le produit de convolution numérique

pour calculer la réponse y[n]. Représentez cette réponse sur la figure 1.21.

N w

x(n) O h(n)

[N

y(n)

sl = S himlafn - m

m=—00

1.8 Exercices

4+ _
21 o -
o 0 0 -0 -0 0 o o o o) .
| | | | | | | |
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4+ _
o
21 o .
o
o o 0 0 o o o o) .
| | | | | | | |
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
O -
0 -
0 -

0 | | | 1 | | | | |
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n

Fia. 1.21: Ex. Conv 4
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