
2 Modélisation des systèmesanalogiquesL'étude des systèmes analogiques passe par la description mathématique de leurcomportement. Cette description, obtenue par le biais de la connaissance des loisphysiques ou de l'observation, constitue une modélisation de la réalité. Suivant l'ap-proche utilisée, on obtiendra1. un modèle de connaissance lorsque celui-ci est construit à partir de la structureinterne et des équations décrivant le système considéré ;2. un modèle de représentation dans le cas où le modèle ne fait que relié globale-ment la sortie à l'entrée sans tenir compte des détails internes du système.De plus, dans le cas des systèmes non linéaires, on peut être amené à les représenterpar des modèles linéaires autour d'un point de fonctionnement a�n d'en obtenir unedescription linéaire nécessaire pour analyser leur comportement. Quelques exemplesillustrent ces diverses approches de la modélisation.2.1 Système oscillantComme exemple de modélisation de connaissance, considérons un rail horizontal surlequel est déposée une masse reliée à un ressort lui même attaché à un point mobile ;les pertes par frottement sont modélisées par un amortisseur visqueux (�gure 2.1).La position x(t) du point de �xation du ressort est variable et l'on s'intéresse àla position y(t) de la masse. Ces positions sont des variations autour des pointsd'équilibre X0 et Y0.2.1.1 Équations di�érentiellesL'équation de Newton décrivant le mouvement y(t) de la masse m prend en comptela force due à l'élongation du ressort (x − y) et la force causée par le frottementvisqueux dépendant de la di�érence des vitesses (ẋ− ẏ). Ce qui donne
m
d2y(t)

dt2
= k (x(t) − y(t)) + λ

(

dx(t)

dt
− dy(t)

dt

) (2.1)En réordonnant les termes, on obtient une équation di�érentielle d'ordre 2 en y(t)et d'ordre 1 en x(t)
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2 Modélisation des systèmes analogiques
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x(t) X0 y(t) Y0Fig. 2.1: Système oscillantOn peut ainsi considérer que cette équation décrit un système dont l'entrée est laposition x(t) du point mobile et la sortie, la position y(t) de la masse.2.1.2 Fonction de transfertLa transformation de Laplace de l'équation ci-dessus (admise à CI nulles) permetd'obtenir la fonction de transfert du système
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(2.4)Se souvenant que le dénominateur d'une fonction d'ordre 2 s'écrit
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2.2 Échangeur de chaleur2.1.3 ConclusionLe système que nous venons d'étudier est un système mécanique décrit par uneéquation di�érentielle linéaire à coe�cients constants. On a donc a�aire à un systèmelinéaire temporellement invariant (LTI) représenté par un modèle de connaissancepuisque le système est entièrement décrit par ses trois composants que sont la masse,le ressort et l'amortisseur.2.2 Échangeur de chaleurOn considère à présent un échangeur de chaleur dont le fonctionnement peut êtrereprésenté par le schéma technologique de la �gure 2.2. Ce système apparemmentsimple ne peut être décrit qu'à l'aide d'équations aux dérivées partielles spatio-temporelles dont les coe�cients ne sont connus que grossièrement. Généralement,seule une simulation complexe (par la méthode des éléments �nis, par exemple)permettra de représenter en détail le fonctionnement de l'échangeur.Cependant, une représentation globale reliant la température de sortie θs(t) à unevariation de la puissance p(t) de chau�age peut être obtenue expérimentalementavec une précision su�sante du point de vue de l'utilisateur. Cette modélisationfait appel à un modèle simple plus ou moins arbitraire qui traduit le comportement(modèle de représentation) et non la structure interne du processus considéré.
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Fig. 2.2: Schéma technologique d'un échangeur de chaleurCette modélisation se fait en observant, l'évolution de la température après uneaugmentation de la puissance de chau�age. On constate alors que, dans un premiertemps, la température de sortie ne change pratiquement pas puis qu'elle augmenterégulièrement avant de tendre vers une valeur asymptotique. L'analyse attentive decette évolution et la connaissance du fonctionnement de l'échangeur permettent d'entirer quelques éléments caractéristiques : 3



2 Modélisation des systèmes analogiques1. Le calcul du rapport entre la variation de température à la sortie et la variationde puissance appliquée donne le gain statique de l'échangeur
K0 ≡

∆Θs

∆P
[deg/W]2. La durée pendant laquelle la température n'a pas changé peut correspondre autemps de circulation de l'eau entre la chaudière et le capteur de température. Ils'agit là d'un retard pur Tr dû au déplacement de l'eau dont la représentationde Laplace est

e−sTr3. En�n le comportement de type ��ltre passe-bas� peut être modélisé par unefonction de transfert très simple d'ordre n à pôles confondus
1

(1 + s τ)nUn modèle possible pour un échangeur de chaleur pourrait donc être donné par lafonction de transfert suivante
G(s) =

Θ(s)

P (s)
= K0

e−s Tr

(1 + s τ)n (2.6)avec : K0 = gain statique de l'échangeur [deg/W]
Tr = temps de déplacement de l'eau [sec]
τ = constante de temps de l'échangeur [sec]
n = ordre du modèle [/]Des méthodes d'identi�cation permettent d'obtenir ces quatre paramètres suscep-tibles de représenter le comportement global de l'échangeur.Conclusion On constate donc que, dans ce cas, sans rien connaître du systèmephysique et faisant l'hypothèse que le système est linéaire, on a obtenu un modèle dereprésentation pouvant traduire correctement le comportement du système.2.3 Démarche associée à la modélisationNous venons de voir que la modélisation (mathématique) ou l'identi�cation (ex-périmentale) constituent deux approches permettant d'obtenir une représentationqualitative et quantitative de la réalité. A�n de mieux préciser et conclure cettedémarche, prenons comme exemple l'identi�cation d'une bobine à noyau ferroma-gnétique réalisée sous la forme d'un tore (�gure 2.3). Face à cet objet, on peut seposer les questions suivantes.4



2.3 Démarche associée à la modélisationQu'est-ce que c'est ?La réponse à cette question simple implique une interprétation de l'objet baséesur des connaissances préalables. Elles permettent une modélisation de l'objet, c'est-à-dire l'écriture d'une équation. Dans le cas d'une bobine (l'objet), sa descriptionest souvent donnée au travers de sa réactance (un modèle linéaire)
Z(jω) = jωL (2.7)

Fig. 2.3: Réalisation d'une bobineQuelle expérience mettre en oeuvre ?La donnée d'un modèle doit permettre l'évaluation expérimentale des paramètresa�n d'en obtenir une représentation quantitative. Il est donc nécessaire à ce stadede réaliser une expérience permettant d'obtenir directement ou indirectement lesparamètres intéressants. Au travers du choix de l'expérience, on �xera implicitementle choix du signal appliqué à l'objet.
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Fig. 2.4: Schéma de mesure d'une impédanceDans notre cas, l'expérience la plus simple que l'on puisse imaginer consiste à ap-pliquer un signal sinusoïdal à la bobine et à mesurer le courant et la tension à sesbornes (�gure 2.4). On devra donc au préalable �xer les domaines de fréquence etd'amplitude des signaux. Le choix des instruments de mesure (voltmètre et ampè-remètre) sous-entend que les e�ets de saturation magnétique ne seront pas visibles.Pour éviter la saturation magnétique, l'amplitude du courant devra être faible. Lesrésultats des mesures sont donnés dans la �gure 2.5 ; ils doivent maintenant êtreanalysés. 5



2 Modélisation des systèmes analogiques
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Fig. 2.5: Mesure de l'impédance d'une bobineFaut-il modi�er le modèle ?L'équation Z(jω) = jωL représentant cette bobine nous indique que sa réactancedevrait augmenter linéairement avec la fréquence. Or, on constate que les mesures necoïncident pas du tout avec les résultats attendus, si ce n'est en moyennes fréquences.On en déduit donc que le modèle choisi doit être amélioré a�n de mieux représenterla réalité. L'analyse de la courbe expérimentale (�gure 2.5) conduit aux remarquessuivantes.1. En moyennes fréquences, l'impédance varie linéairement avec la fréquencecomme le prévoit le modèle initial (�gure 2.6b) :
Z(jω) = jωL si 300 [Hz] < f < 100 [kHz] (2.8)2. En basses-fréquences, l'impédance tend vers une valeur constante correspon-dant à la résistance du �l de bobinage. On en déduit que si l'on veut tenircompte des basses et moyennes fréquences, le modèle doit être modi�é commesuit (�gure 2.6a) :
Z(jω) = R + jωL si 0 < f < 100 [kHz] (2.9)3. En hautes-fréquences, l'impédance passe par un maximum qui est le fait d'uneantirésonance. Celle-ci provient de la capacité parasite répartie entre les spiresdont le modèle est celui de la �gure 2.6c :
Z(jω) =

jωL

1 + (jω)2LCp

si f > 300 [Hz] (2.10)
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2.3 Démarche associée à la modélisation4. Un modèle valable dans tout le domaine de fréquences peut être celui proposédans la �gure 2.6d dont l'impédance vaut :
Z(jω) =

R + jωL

1 + jωRCp + (jω)2LCp

si 0 < f <∞ (2.11)
(a) (b)

(c)

(d)

Fig. 2.6: Di�érents modèles peuvent représenter une bobineAinsi, suivant le domaine de fréquences dans lequel sera utilisée la bobine, on pourrachoisir un des quatre modèles présentés à la �gure 2.6. A ce stade, il ne faut cepen-dant pas oublier que ces modèles sont linéaires et qu'ils ne tiennent pas compted'une saturation magnétique possible.Faut-il envisager une représentation non-linéaire ?Si la tension sinusoïdale appliquée possède une forte amplitude, le courant résul-tant ne sera plus sinusoïdal : il y a distorsion due à la saturation du noyau ferroma-gnétique. La description de la bobine au travers de son impédance Z(jω) n'est alorsplus possible. On est donc obligé de la représenter par un ensemble d'équations nonlinéaires nécessitant les variables suivantes :
u(t) = tension appliquée [V]
iC(t) = courant dans la capacité parasite [A]
iB(t) = courant dans la bobine [A]
Cp = capacité parasite [F]
N = nombre de spires [/]
Sm = section moyenne du tore [m2]
Lm = longueur moyenne du tore [m]
B = induction magnétique [T]
H = champ d'excitation magnétique [A/m]

B(H) = caractéristique magnétique du matériau [T]On peut alors décrire la bobine à partir des équations fondamentales suivantes� les équations de Kirchho�
i(t) = iC(t) + iB(t) (2.12)
iC(t) = Cp

du(t)

dt
(2.13)

u(t) = R iB(t) +
dψ(t)

dt
(2.14)7



2 Modélisation des systèmes analogiques� les équations électromagnétiques
ψ = N

∮

~B · d~S ' N B Sm (2.15)
N iB(t) =

∮

~H · d~l ' H(B)Lm (2.16)Ainsi, la bobine est �nalement décrite par un ensemble d'équations di�érentiellesnon linéaires qui sont
B(t) ' ψ(t)

N Sm

(2.17)
iB(t) ' H(B)Lm

N
(2.18)

dψ(t)

dt
= u(t) −R iB(t) (2.19)

iC(t) = Cp

du(t)

dt
(2.20)

i(t) = iC(t) + iB(t) (2.21)En�n, il est important de rappeler que, dans le cas où la bobine est non linéaire, iln'est plus possible de la représenter par son impédance. L'évaluation de son compor-tement ne peut alors se faire qu'en résolvant numériquement les équations ci-dessus.2.3.1 ConclusionDe ce que nous venons de voir, il est évident que la modélisation d'un système estun processus itératif pouvant être représenté par le diagramme de la �gure 2.7. Ony voit que l'identi�cation débute par le choix d'un modèle permettant d'imaginerune expérience a�n de confronter les résultats théoriques avec les résultats expéri-mentaux. A partir de cette comparaison, on décidera si, oui ou non, le modèle choisiest satisfaisant.On peut encore remarquer que l'identi�cation de la bobine nous a permis de construireun modèle de connaissance. De cette modélisation découle la possibilité de mesurerles valeurs des éléments constitutifs de la bobine, à savoir sa résistance R, son in-ductance L et sa capacité répartie Cp. C'est la modélisation la plus complète quel'on puisse envisager.Il arrive parfois que l'on ne s'intéresse qu'à une description globale des systèmespermettant de représenter de manière simple le comportement de ceux-ci sans sepréoccuper du fonctionnement interne. On construit alors des modèles de représen-tation. Ce type de modélisation est fréquemment utilisé pour décrire le comporte-ment dynamique des systèmes ; on analyse alors, suivant les possibilités, leur réponseharmonique et/ou leur réponse indicielle.8



2.3 Démarche associée à la modélisation
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2 Modélisation des systèmes analogiques2.4 Un système non linéaire : le réservoir d'eauOn considère ici un réservoir de section A1 avec une ouverture à sa base de section A2par laquelle l'eau peut s'écouler (�gure 2.8). Sachant que ce réservoir est alimentépar un débit d'eau Q1 [kg/sec] et que l'eau s'échappe sous l'e�et de la pesanteuravec un débit Q2 [kg/sec] dépendant de la hauteur, on désire connaître l'évolutiondu niveau d'eau H [m] dans le réservoir.
Q1

Q2
H

Fig. 2.8: Écoulement dans un réservoir2.4.1 ÉquationsNiveau d'eau et débits La masse d'eau M stockée dans le réservoir dépend de samasse spéci�que ρ, de la section A1 du réservoir et de la hauteur H du niveau
M = ρV1 = ρA1H (2.22)Son évolution au cours du temps t dépend de la di�érence des débits

M(t) = ρA1H(t) =

∫ t

0

(Q1(t) −Q2(t)) dt (2.23)La variation de la hauteur d'eau vaut donc
dH(t)

dt
=

1

ρA1
(Q1(t) −Q2(t)) (2.24)Débit de sortie Le débit de sortie Q2 dépend de la vitesse d'écoulement v2 et dela section A2 du tube de sortie

Q2 = ρ
dV2(t)

dt
= ρA2

dx(t)

dt
= ρA2 v2 (2.25)10



2.4 Un système non linéaire : le réservoir d'eauEn l'absence de frottements, la loi de conservation d'énergie permet d'écrire quela perte d'énergie potentielle de l'eau stockée est compensée par l'augmentationd'énergie cinétique de l'eau sortante
δEp = gH dM = δEc =

1

2
v2
2 dM (2.26)La vitesse de l'eau sortante vaut donc

v2(H) =
√

2gH (2.27)Portant ce résultat dans l'équation du débit, on trouve que celui-ci varie comme laracine carrée de la hauteur
Q2(H) = ρA2

√

2gH (2.28)Cette caractéristique non linéaire liant le débit de sortie à la hauteur d'eau estreprésentée à la �gure 2.9.
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Fig. 2.9: Débit de sortie en fonction du niveau d'eau avec son approximation linéaireautour de H0 = 0.05mÉquation di�érentielle Tenant compte du débit de sortie, on voit que l'équationdi�érentielle (2.24) décrivant l'évolution du niveau d'eau au cours du temps s'écrit
dH(t)

dt
=

1

ρA1

(

Q1(t) − ρA2

√

2g
√

H(t)
)

dH(t)

dt
=

1

ρA1

Q1(t) −
A2

A1

√

2g
√

H(t) (2.29)L'équation (2.29) est une équation di�érentielle non linéaire d'ordre 1 traduisant lefait que le système est non linéaire à cause du terme √H(t). Ce système ne peutdonc pas être représenté par une fonction de transfert liant le niveau d'eau H audébit d'entrée Q1. 11



2 Modélisation des systèmes analogiquesIl n'y a pas de solution analytique à cette équation di�érentielle ; pour connaîtrel'évolution temporelle du niveau H(t), il faut l'intégrer numériquement. Par contre,lorsque le débit d'entrée est constant Q1 = cte = Q0, il est facile de calculer leniveau d'équilibre H0 ≡ H(t → ∞). En e�et, cette valeur asymptotique du niveauest atteinte lorsque dH/dt s'annule
dH(t)

dt
= 0 =

1

ρA1
Q0(t) −

A2

A1

√

2g
√

H(t)d'où
H0 =

1

2g

(

Q0

ρA2

)2 (2.30)2.4.2 Résolution numériqueComme on vient de le dire, la solution analytique d'une équation di�érentielle nonlinéaire n'existe pas. Par contre, l'utilisation d'un algorithme d'intégration numé-rique permet de trouver aisément la solution pour di�érents débits d'entrée (�gure2.10).
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2.4 Un système non linéaire : le réservoir d'eaufunction dH_dt = ed_reservoir(t,Ht,Q1) ;D1 = 0.30 ; A1 = pi*D1^2/4 ;A2 = 1e-4 ; D2 = sqrt(4*A2/pi) ;rho = 1000 ; g = 9.81 ;dH_dt = (Q1-rho*A2*sqrt(2*g*Ht))/rho/A1 ;Cette fonction est écrite dans un �chier portant le nom de la fonction ed_reservoir.met le calcul de H(t) se fait avec les commandes suivantes :% calcul de l'evolution temporelle du niveauH0 = 0.0 ; % niveau initialQ1 = 0.4 ; % [kg/sec]tmax = 500 ; Npts = 1000 ; dt = tmax/Npts ;tt = 0 :dt :tmax ;[tt, Ht] = ode45(@ed_reservoir,tt,H0,[],Q1) ;La commande ode45 intègre numériquement l'équation di�érentielle et fournit lasolution numérique Ht pour le temps correspondant tt. À partir de cela, on peuttracer l'évolution du niveau d'eau :% grapheplot(tt,ht,'LineWidth',2) ; grid on ;axis([-7,tmax,-0.01,0.2]) ;texte = ['Q_0 = ',num2str(Q1,2),' [kg/s]'] ;legend(texte,4) ;xlabel('temps [s]') ; ylabel('H(t)') ;La �gure 2.10 présente l'évolution temporelle du niveau pour plusieurs débits d'en-trée. Contrairement aux systèmes linéaires, la durée d'établissement du niveau n'estpas constante et le niveau atteint n'est pas proportionnel au débit d'entrée.2.4.3 LinéarisationLors de variations légères autour d'un point de fonctionnement X0, on peut décrireun système non linéaire par une approximation linéaire de sa caractéristique f(X).Cette linéarisation de f(X) se fait en partant du développement limité de la fonctionautour d'un point X0. Posant X = X0 + x, on a alors
f(X) = f(X0 + x) = f(X0) +

df

dX

∣

∣

∣

∣

X0

x +
1

2!

d2f

dX2

∣

∣

∣

∣

X0

x2 + · · ·Ne gardant que les termes d'ordres 0 et 1, on obtient l'approximation linéaire sui-vante
f(X0 + x) ' f(X0) +

df

dX

∣

∣

∣

∣

X0

xOn a ainsi remplacé la caractéristique non linéaire f(X) = f(X0 +x) par une droitetangente au point X0 (�gure 2.9). 13



2 Modélisation des systèmes analogiquesDans le cas du réservoir, l'évolution du niveau est décrite par l'équation di�érentiellesuivante
dH(t)

dt
=

1

ρA1
(Q1(t) −Q2(t)) avec Q2(H) = ρA2

√

2gH (2.31)Autour du point d'équilibreH0, la hauteur est décrite parH = H0+h où h représentede faibles variations de hauteur autour de H0. Le développement limité du débit desortie Q2 en un polynôme d'ordre 1 donne alors
Q2(H0 + h) ' Q2 (H0) +

dQ2

dH

∣

∣

∣

∣

H0

· h

' Q0 + ρA2

√

2g
d
√
H

dH

∣

∣

∣

∣

∣

H0

· h

' Q0 + ρA2

√

2g
1

2

1√
H0

h

' Q0 + ρA2

√

g

2H0

hOn en déduit ainsi que la caractéristique non linéaire de la �gure 2.9 décrite par
Q2(H) = ρA2

√

2gH (2.32)peut être approchée par le modèle linéaire suivant
Q2(H0 + h) ' Q0 + ρA2

√

g

2H0
h (2.33)En désignant les variables par leurs variations autour du point d'équilibre

Q1(t) = Q0 + q1(t) (2.34)
H(t) = H0 + h(t) (2.35)
Q2(t) = Q0 + q2(t) (2.36)l'équation di�érentielle décrivant le fonctionnement du réservoir s'écrit

dH(t)

dt
=

1

ρA1

(Q1(t) −Q2(t))

d (H0 + h(t))

dt
=

1

ρA1

(Q0 + q1(t) − (Q0 + q2(t)))

dh(t)

dt
=

1

ρA1
(q1(t) − q2(t))Prenant en compte l'approximation

q2(t) ' ρA2

√

g

2H0

h(t)14



2.4 Un système non linéaire : le réservoir d'eaul'équation di�érentielle devient linéaire et elle s'écrit sous la forme
dh(t)

dt
=

1

ρA1

(

q1(t) − ρA2

√

g

2H0
h(t)

)

dh(t)

dt
+
ρA2

ρA1

√

g

2H0
h(t) =

1

ρA1
q1(t)En dé�nissant le temps caractéristique

τ ≡ A1

A2

√

2H0

gon obtient l'équation di�érentielle linéaire décrivant le comportement du niveaud'eau pour de faibles variations autour de son point d'équilibre H0

dh(t)

dt
+

1

τ
h(t) =

1

ρA1

q1(t) (2.37)L'évolution temporelle du niveau d'eau prévue par ce modèle linéaire est présentée entraitillé sur la �gure 2.10 pour di�érents niveaux d'équilibreH0. L'observation de cescourbes montre que, même en partant d'un réservoir vide, le temps caractéristiqueainsi trouvé donne une assez bonne idée de la réalité.2.4.4 Fonction de transfertL'approximation d'ordre 1 du réservoir permet de le modéliser par une fonction detransfert. Celle-ci s'obtient par transformation de Laplace de l'équation di�éren-tielle (2.37)
sH(s) +

1

τ
H(s) =

1

ρA1

Q1(s)d'où
G(s) ≡ H(s)

Q1(s)
=

1

ρA1

1
(

s+ 1
τ

)

[ mkg/sec] (2.38)Dans la forme de Bode, cette fonction de transfert s'écrit
G(s) ≡ H(s)

Q1(s)
= K0

1

(1 + s τ)
(2.39)avec

K0 ≡
∆H

∆Q
=

τ

ρA1

=
1

ρA2

√

2H0

g

[ mkg/sec]
τ =

A1

A2

√

2H0

g
[sec] (2.40)15



2 Modélisation des systèmes analogiquesOn constate ainsi que le réservoir est caractérisé une constante de temps τ et parun gain K0 qui augmentent tous deux avec la hauteur d'équilibre H0. Comme lahauteur asymptotique dépend du débit d'entrée Q0 (équation 2.30)
H0 =

1

2g

(

Q0

ρA2

)2on trouve que le gain et la constante de temps sont tous deux proportionnels audébit moyen Q0 et qu'ils valent
K0 =

Q0

g (ρA2)
2

[ mkg/sec] (2.41)
τ =

A1

g ρA2
2

Q0 [sec] (2.42)2.4.5 ConclusionLe système que nous venons d'étudier est un système mécanique décrit par uneéquation di�érentielle non linéaire à coe�cients constants. On a donc a�aire à unsystème non linéaire temporellement invariant représenté par un modèle de connais-sance puisque le système est entièrement décrit par ses dimensions géométriques, lapesanteur et la masse spéci�que du liquide.Seule son approximation d'ordre 1 a permis de représenter et analyser le comporte-ment du réservoir à l'aide d'une fonction de transfert ; de celle-ci, on a tiré un tempscaractéristique dépendant du débit d'entrée ou, ce qui est équivalent, du niveaud'équilibre.2.5 Représentations des systèmes analogiquesEn conclusion de ce que nous venons de voir, il faut rappeler que :La description d'un système par un ensemble d'équations dif-férentielles est la plus fondamentale que l'on puisse imaginer.Quel que soit le système considéré, linéaire ou non, temporellement invariant ou non,sa réponse temporelle peut toujours être calculée à partir des équations di�érentiellesle représentant. Dans le cas des systèmes non linéaires, le calcul de la réponsetemporelle y(t) se fera sous forme numérique en intégrant les équations di�érentiellesà l'aide d'un algorithme d'intégration (Runge-Kutta par exemple).Dans le cas où les systèmes sont décrits par des équations di�érentielles li-néaires, on peut alors, à l'aide des transformations de Fourier ou de Laplace, créerd'autres représentations d'un système telles que la fonction de transfert, l'impé-dance, etc. Ces représentations ne sont valables que pour les systèmes linéaires ettemporellement invariants (LTI). Il en est de même pour les notions de réponseimpulsionnelle et de produit de convolution. Il est donc important de noter que :16



2.6 Un système électromécanique : le moteur DCSeuls les systèmes linéaires temporellement invariants peuventêtre représentés par une fonction de transfert en s ou en jω.Les représentations et démarches utilisées pour la résolution des systèmes linéairespeuvent être résumées par le tableau 2.1.Descriptiondu système Variable Démarche Solution
y(t)Équationdi�érentielle t ∈ R Résolution del'équ. di�. yh(t) + yp(t)Réponseimpulsionnelle t ∈ R Calcul du produitde convolution x(t) ⊗ h(t)Transformationde Laplace s∈C Résolution d'uneéqu. algébrique L−1

{X(s) ·H(s)}Transformationde Fourier jω ∈ I Résolution d'uneéqu. algébrique F−1

{X(jω) ·H(jω)}Tab. 2.1: Représentations et résolution des systèmes linéaires
2.6 Un système électromécanique : le moteur DCPour terminer, considérons un moteur à courant continu et excitation permanente.Son fonctionnement est basé sur la loi de Lorentz qui dit qu'une force apparaît enprésence d'un courant électrique et d'un champ magnétique :

d
−→
F = i

−→
dl ∧ −→

B (2.43)Le courant circulant dans les spires câblées sur un cadre (�gure 2.11) crée un couplequi oriente le cadre perpendiculairement aux lignes du champ −→
B . De plus, commele �ux magnétique embrassé par le cadre varie au cours du temps, il faut s'attendreà l'apparition d'une force contre-électromotrice décrite par la loi de Lenz :

ufem(t) = −dϕ(t)

dt
(2.44)17



2 Modélisation des systèmes analogiques
N

S

I

I

I

B

F
1

F
2

Aimant permanent

Collecteur Spires

Fig. 2.11: Principe du moteur DCPour que le mouvement de rotation s'entretienne, il su�t de changer le sens ducourant au bon moment grâce au collecteur (�gure 2.11). La �gure 2.12 présenteune réalisation actuelle d'un petit moteur DC à aimant permanent.2.6.1 Équations di�érentiellesPour la modélisation qui suit, on considère que les non linéarités sont su�sammentfaibles a�n qu'on puisse les négliger et admettre que le système est linéaire. On faitégalement l'hypothèse que les constituants du moteur ne changent pas au cours dutemps ; celui-ci est donc temporellement invariant. Le schéma technologique d'un telmoteur est donné à la �gure 2.13.Comme le moteur est constitué d'une partie électrique et d'une partie mécanique,sa description passe par l'écriture d'une équation électrique (Kirchho�)
u(t) = R i(t) + L

di(t)

dt
+KE ω(t) [V] (2.45)et d'une équation mécanique (Newton)

J
dω(t)

dt
= KT i(t) −Rf ω(t) + Cext(t) [Nm] (2.46)À celle-ci, on peut ajouter l'équation liant la position du rotor θ(t) à la vitesse ω(t)

θ(t) =

∫ t

0

ω(t) dt [rad] (2.47)Dans ces équations électromécaniques-mécaniques, il y a18



2.6 Un système électromécanique : le moteur DC

Réducteur

Aimant permanent

cylindrique

Bobinage (rotor)

Collecteur

Balais

Capteur de position

Moteur

Fig. 2.12: Vue intérieure d'un petit moteur DC avec son réducteur et son capteurde position numérique (P = 70W, D = 36 mm, L = 71 mm)
u(t)

R L

ue(t) = KE ω(t)

J

Rf

ω(t)

i(t)

Cmot (t) = KT i(t)

CextFig. 2.13: Schéma technologique d'un moteur DC 19



2 Modélisation des systèmes analogiques� les chutes de tension causées par la résistance R et l'inductance L du bobinagedu moteur ;� la force électromotrice (fem) KE ω(t) générée par le moteur lorsqu'il tourne àvitesse ω(t) ;� le couple moteur KT i(t) créé par la circulation du courant i(t) ;� le couple résistant Rf ω(t) causé par les frottements qui, pour que l'équation soitlinéaire, sont admis visqueux ;� le couple extérieur Cext appliqué sur le rotor.Remarques1. On peut noter qu'à partir de ces équations, on trouve les constantes de tempsélectriques et mécaniques de chaque partie prise séparément
τel =

L

R
τmec =

J

Rf

[sec] (2.48)2. Le principe de conservation de l'énergie permet de montrer que les constantesde couple KT et de fem KE sont égales. En e�et, dans le cas où il n'y pasde pertes lors de la transformation de la puissance électrique en puissancemécanique, on a l'égalité des deux expressions suivantes
Pel = U I = (KE ω) i [W]

Pmec = C ω = (KT i) ω [W]On en déduit que
KE

[ Vrad/sec] = KT

[NmA ] (2.49)3. En régime permanent constant, les dérivées s'annulent ; on peut alors calculerla vitesse asymptotique ω
∞

et le courant i
∞

consommé pour compenser lespertes. Considérant que le moteur est alimenté par une tension continue U0et que le couple extérieur est nul, on obtient ainsi deux équations à deuxinconnues
U0 = R i

∞
+KE ω∞

0 = KT i∞ − Rf ω∞dont la solution est
i
∞

=
Rf

KT

ω
∞

= U0
Rf

KTKE + RRf

[A] (2.50)
ω
∞

= U0
KT

KTKE +RRf

[radsec ] (2.51)
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2.6 Un système électromécanique : le moteur DCReprésentation d'état Un système d'équations di�érentielles peut toujours êtremis sous une forme canonique constituée par un ensemble d'équations di�érentiellesd'ordre 1. Dans le cas du moteur, cet ensemble s'écrit
di(t)

dt
=

1

L
(u(t) − R i(t) −KE ω(t)) (2.52)

dω(t)

dt
=

1

J
(KT i(t) −Rf ω(t) + Cext) (2.53)
dθ(t)

dt
= ω(t) (2.54)Cette représentation porte le nom de représentation d'état du système. Dans le casprésent, les variables d'état sont le courant i(t), la vitesse de rotation ω(t) et laposition angulaire θ(t).

Σ ∫ Σ ∫ ∫
u(t)

1/L 1/Ji(t) KT

-Rf

ω(t) θ(t)

-R

-KE

Fig. 2.14: Graphe représentant un système d'équations di�érentiellesReprésentation graphique À partir de ces équations, il est aisé de dessiner legraphe des équations di�érentielles. Ce graphe (�gure 2.14) est constitué de som-mateurs et d'intégrateurs dont les entrées sont des grandeurs temporelles auxquelleson associe un coe�cient. L'entrée de chaque intégrateur représente la dérivée d'unevariable d'état. On obtient donc à la sortie de chaque intégrateur une des variablesd'état décrivant complètement le comportement du système.Ce schéma peut être directement interprété par des logiciels tels que Spice ou Si-mulink (programmation graphique) avant d'être résolu pour fournir les réponsestemporelles du système étudié.2.6.2 Fonction de transfertLa transformation de Laplace des équations di�érentielles décrivant le moteur conduitaux équations algébriques suivantes
U(s) −KEΩ(s) = (R + sL) I(s)

(Rf + sJ) Ω(s) = KT I(s) + Cext(s)

Θ(s) =
1

s
Ω(s) 21



2 Modélisation des systèmes analogiquesCelles-ci permettent de calculer les images du courant du moteur, de la vitesse etde la position du rotor
I(s) =

U(s) −KEΩ(s)

R + sL
(2.55)

Ω(s) =
KT I(s) + Cext

Rf + sJ
(2.56)

Θ(s) =
1

s
Ω(s) (2.57)Comme on s'intéresse ici à la vitesse du rotor par rapport à la tension appliquée aumoteur, on prendra Cext = 0. Le courant et la vitesse du moteur valent alors

I(s) =
U(s) −KEΩ(s)

R + sL

Ω(s) =
KT I(s)

Rf + sJPortant le premier résultat dans le deuxième, il vient
Ω(s) =

KT

Rf + sJ

(

U(s)

R + sL
− KE

R + sL
Ω(s)

)

Ω(s)

(

1 +
KT KE

Rf + sJ

1

R + sL

)

=
KT

Rf + sJ

1

R + sL
U(s)

Ω(s)

(

(Rf + sJ) (R + sL) +KT KE

(Rf + sJ) (R + sL)

)

=
KT

(Rf + sJ) (R + sL)
U(s)En recherchant le rapport entre la vitesse de rotation Ω(s) et la tension U(s) appli-quée au moteur, on obtient sa fonction de transfert

Gmot(s) ≡
Ω(s)

U(s)

[rad/secV ] (2.58)
Gmot(s) =

KT

s2 JL+ s (JR + LRf ) +KT KE +RRfque l'on peut écrire dans les formes de Laplace ou de Bode
Gmot(s) ≡ Ω(s)

U(s)
= KT

JL

1

s2 + s
(

R
L

+
Rf

J

)

+
KT KE+R Rf

JL

(2.59)
Gmot(s) =

KT

KTKE +RRf

1

1 + s
JR+LRf

KT KE+RRf
+ s2 JL

KT KE+RRf

(2.60)C'est cette dernière qui est généralement utilisée pour décrire le moteur DC. On voitainsi que le moteur est représenté par un système d'ordre 2 caractérisé par son gain
Kmot =

KT

KTKE +RRf

[rad/secV ] (2.61)22



2.6 Un système électromécanique : le moteur DCet deux constantes de temps qui sont l'inverse de la valeur absolue des pôles de lafonction de transfert car, de par sa réalisation, un moteur DC est stable et ne peutpas avoir de comportement oscillant
Gmot(s) =

KT

KTKE +RRf

1

(1 + s τ1) (1 + s τ2)
(2.62)2.6.3 Temps caractéristiquesLes pôles p1,2 de la fonction de transfert sont les les racines de son dénominateur

s2 + s

(

R

L
+
Rf

J

)

+
KT KE +RRf

JL
= (s− p1) (s− p2)Ils valent

p1,2 =
1

2



−
(

R

L
+
Rf

J

)

±

√

(

R

L
+
Rf

J

)2

− 4
KT KE +RRf

JL



 (2.63)On notera que, dans cette expression, on peut négliger le terme Rf/J par rapportà R/L car on a vu que de manière générale, on a τmec = J/Rf � τelt = L/R. Deplus, dans le cas de moteurs dont la puissance est supérieure à quelques dizainesde watts, les pertes électriques et mécaniques dues, respectivement, à la résistancedu bobinage R et au coe�cient de frottement Rf sont négligeables par rapport auxpuissances électrique et mécanique mises en jeu. Le produit des coe�cients de couple
KT et de fem KE est alors beaucoup plus important que le produit des coe�cientsde pertes R et Rf

KTKE � RRf (2.64)Ce qui donne
p1,2 ' 1

2



−
(

R

L

)

±

√

(

R

L

)2

− 4
KT KE

JL



 (2.65)
' − 1

2 τelt

(

1 ±
√

1 − 4
KT KE

J R
τelt

) (2.66)On constate ainsi que les pôles du moteur, donc ses constantes de temps, ne dé-pendent pratiquement pas des pertes mécaniques et l'on a
τ1,2 ' 2 τelt

1

1 ±
√

1 − 4 KT KE

J R
τelt

(2.67)2.6.4 Schéma fonctionnelGénéralement, on préfère décrire et analyser le fonctionnement d'un système com-plexe à l'aide d'un schéma fonctionnel plutôt qu'avec les équations di�érentielles.23



2 Modélisation des systèmes analogiques
Σ

R + sL Rf + sJ
KT

s

KE

1 1 1u(t) i(t) ω(t)Cmot(t)

ue(t)

θ(t)
Σ

CextFig. 2.15: Schéma fonctionnel d'un moteur DCL'usage du schéma fonctionnel est en e�et plus souple car celui-ci peut contenir ledétail des fonctions de transfert partielles interconnectées entre elles ou, au contraire,être ramené à un seul bloc traduisant le fonctionnement global du système.Prenant comme exemple le moteur DC, son schéma fonctionnel (�gure 2.15) se des-sine aisément à partir de ses fonctions de transfert. En e�et, partant de la descriptiondu courant
I(s) = (U(s) −KE Ω(s))

1

R + sL
(2.68)on en déduit le couple moteur

Cmot(s) = I(s)KT (2.69)À celui-ci, on peut ajouter un couple extérieur et obtenir ainsi le couple total fournià la charge
Ctot(s) = Cmot + Cext = I(s)KT + Cext (2.70)La vitesse du moteur vaut alors

Ω(s) = (I(s)KT + Cext)
1

Rf + sJ
(2.71)Ces équations conduisent tout naturellement au schéma fonctionnel de la �gure 2.15.Dans ce schéma, on a encore ajouté le passage de la vitesse à la position angulairequi se fait par simple intégration

θ(t) =

∫ t

0

ω(t) dt ⇔ Θ(s) = Ω(s)
1

s
(2.72)2.6.5 Approximation d'ordre 1Comme la constante de temps électrique τel = L/R est beaucoup plus petite quela constante de temps mécanique τmec = J/Rf , il est fréquent de considérer quel'inductance L a un e�et négligeable et que le moteur peut être modélisé par unsystème d'ordre 1

Gmot(s) =
KT

KTKE +RRf

1

1 + s JR
KT KE+R Rf

(2.73)
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2.6 Un système électromécanique : le moteur DCIl est alors caractérisé par son gain et sa constante de temps
Kmot =

KT

KT KE +RRf

[rad/secV ]

τmot '
J R

KT KE +RRf

[sec] (2.74)Dans le cas où l'on peut négliger les pertes, on obtient
Gmot(s) '

1

KE

1

1 + s JR
KT KE

(2.75)Avec ces approximations, le gain du moteur et sa constante de temps valent simple-ment
Kmot '

1

KE

[rad/secV ]

τmot '
JR

KTKE

[sec] (2.76)2.6.6 E�ets d'un réducteurDans l'utilisation des moteurs, il est fréquent d'y adjoindre un réducteur a�n d'adap-ter la charge au moteur (�gure 2.16). Cela conduit généralement à une augmentationdu couple utile donc à une diminution de la vitesse de rotation de la charge. Cesrelations sont aisément démontrées grâce aux lois fondamentales. Pour le voir, consi-dérons un réducteur décrit par le rapport des engrenages n2 (côté charge) et n1 (côtémoteur)
N ≡ n2

n1
> 1 (2.77)

Jmot ;  Rf,mot

Jch ;  Rf,ch

n1

n2
ωch

ωmot

Fig. 2.16: RéducteurPositions et vitesses L'égalité des chemins parcourus (s(t) = θ(t) r) par la cir-conférence des engrenages donne
θmot n1 = θch n2 ⇒ θch =

n1

n2

θmot =
1

N
θmot (2.78)Il en est de même pour les vitesses

ωmot n1 = ωch n2 ⇒ ωch =
n1

n2
ωmot =

1

N
ωmot (2.79)
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2 Modélisation des systèmes analogiquesCouples De plus, la conservation de l'énergie d'un corps en rotation permet d'écrire
dWmot = Cmot dθmot = dWch = Cch dθchd'où
Cch =

dθmot

dθch

Cmot =
n2

n1
Cmot = N Cmot (2.80)Paramètres de la charge ramenés vers le moteur Partant de la conservationde la puissance entre l'entrée et la sortie du réducteur, on peut montrer que lesparamètres mécaniques de la charge (son inertie Jch, ses frottements Rf, ch et sonélasticité κch) sont vus par le moteur avec les valeurs suivantes

J =
1

N2
Jch Rf =

1

N2
Rf, ch κ =

1

N2
κch (2.81)Rendement En�n, il ne faut pas oublier que le réducteur possède sa propre inertieet que son rendement n'est pas très bon. Celui-ci dépend du type de réducteur, dunombre d'étages et diminue d'autant plus que le rapport de réduction est grand.Voici quelques chi�res pour un réducteur à pignons droits.Rapport de réduction 15 :1 30 :1 60 :1 100 :1Nombre d'étages 3 3 4 4Rendement η [%] 73 73 66 66Le rendement η d'un réducteur entraîne à une diminution du couple transmis à lacharge

Cch = η N Cmot (2.82)On peut alors montrer que le terme de transformation 1/N2 des paramètres de lacharge vus par le moteur doit prendre en compte le rendement de la manière suivante
1

N2
−→ 1

η N2
(2.83)Paramètres vus par le moteur Ainsi, dans les équations d'un moteur couplé àune charge, il faudra bien prendre garde à reporter les paramètres globaux du moteuret de la charge tels que

J = Jmot +
1

η N2
Jch (2.84)

Rf = Rf, mot +
1

η N2
Rf, ch (2.85)

κ = κmot +
1

η N2
κch (2.86)
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2.7 Comportement d'un moteur DC2.7 Comportement d'un moteur DC2.7.1 Paramètres d'un moteurA�n de rendre les choses plus concrètes, appliquons ce que nous venons de voir enconsidérant un moteur à courant continu réel de type Maxon RE75-118825 dont la�che technique est présentée dans la �gure 2.17. Le moteur choisi a une puissancede 250 W, pèse 2.8 kg et mesure 75x75x201 mm3.Lors de la lecture des caractéristiques techniques, il est important de bien considérerla signi�cation des grandeurs fournies par les catalogues car les appellations varientd'un constructeur à l'autre. Dans notre cas, on a les équivalences présentées dans letableau 2.2.Catalogue CoursCourant à vide I0 Courant asymptotique i
∞

pour u(t) = U0Vitesse à vide n0 Vitesse asymptotique n
∞

pour u(t) = U0Courant de démarrage Courant à rotor bloqué U0/RConstante de vitesse Gain du moteur Kmot ' 1/KECte de temps mécanique Cte de temps du moteur τmot ' JR/(KTKE)Tab. 2.2: Équivalence des appellationsDe plus, parmi les nombreuses valeurs fournies par le constructeur, on ne garderaque celles correspondant aux paramètres fondamentaux du moteur ainsi que lesparamètres du modèle d'ordre 1. Ces valeurs sont présentées dans le tableau 2.3.Paramètres Valeurs Unités Symboles Valeurs SI Unités SITension nominale 48.0 V U0 48.0 VCourant à vide 0.147 A I0 ≡ i
∞

0.147 AVitesse à vide 1940 tr/min ω0 ≡ ω
∞

203 rad/secInertie du rotor 1420 gcm2 Jmot 0.142 · 10−3 kgm2Résistance du bobinage 1.42 Ω R 1.42 ΩInductance du bobinage 0.64 mH L 0.64 · 10−3 HConstante de couple 233 mNm/A KT 0.233 Nm/AConstante de vitesse 41.1 (tr/min)/V Kmot 4.3 (rad/sec)/VConstante de temps 4 msec τmot 4 · 10−3 secTab. 2.3: Paramètres fondamentaux d'un moteur et modèle d'ordre 12.7.2 Comportement statiqueCouple maximum Le courant et le couple du moteur sont maximums lorsque lerotor est bloqué car la fem KEω(t) est alors nulle. Ils valent alors
Imax =

U0

R
= 34 [A] Cmax = KT

U0

R
= 7.9 [Nm] 27



2 Modélisation des systèmes analogiques
maxon DC motor

66 maxon DC motor Edition Avril 2000 / Modifications réservées

Programme Stock
Programme Standard

Programme Spécial (sur demande!)

Construction modulaire maxon

Caractéristiques moteur: Numéros de commande

Plages d'utilisation Légende Explications page 36

Plage de puissance conseillée

Plage de fonctionnement permanent.
Compte tenu des résistances thermiques
(lignes 19 et 20) et de la température ambiante
à
25˚C, la température max. du rotor sera atteinte.
= Limite thermique.

Fonctionnement intermittent.
La surcharge doit être de courte durée.

Moteur avec bobinage à
haute résistance

Moteur avec bobinage à
basse résistance

n [tr/min]

118829

118821

RE 75
� 75 mm, Commutation Graphite, 250 Watt

500 1000 1500 2000 2500

4500

3500

2500

1500

500

250 Watt

2 4 6

5 10 15 20 25

M [mNm]

I [A]

I [A]

Réducteur planétaire
� 81 mm
20-120 Nm
Détail page 167

Frein
� 75 mm
24 VDC, 1.2 Nm
Détail page 189

Codeur digital
HP HEDS 5540
500 imp., 3 canaux
Détail page 176

Sans surveillance des balais 118819 118820 118821 118822 118823 118824 118825 118826 118827 118828 118829

Avec surveillance des balais 118832 118833 118834 118835 118836 118837 118838 118839 118840 118841 118842

1 Puissance conseillée W 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250

2 Tension nominale Volt 12.0 24.0 36.0 48.0 48.0 48.0 48.0 48.0 48.0 48.0 48.0
3 Vitesse à
vide tr/min 1850 2770 2890 3100 2480 2300 1940 1550 1270 1150 1020

4 Couple de démarrage Nm 6.27 10.9 11.4 12.3 9.72 8.83 7.87 6.23 4.93 4.48 3.91

5 Pente vitesse/couple tr/min/mNm 0.314 0.263 0.259 0.257 0.260 0.264 0.250 0.253 0.261 0.261 0.265
6 Courant à
vide mA 571 520 367 306 214 190 147 105 79 69 58

7 Courant de démarrage A 108 136 98.4 84.5 53.5 45.0 33.9 21.4 13.8 11.4 8.82

8 Résistance aux bornes Ohm 0.111 0.176 0.366 0.568 0.897 1.07 1.42 2.24 3.47 4.21 5.44

9 Vitesse limite tr/min 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000
10 Courant permanent max. A 10.00 9.70 7.23 5.98 4.89 4.53 3.98 3.21 2.61 2.38 2.10

11 Couple permanent max. mNm 581 775 841 869 889 888 924 933 928 933 930

12 Puissance max. fournie à
la tension nom. W 273 748 838 973 618 521 393 249 161 133 103
13 Rendement max. % 77 84 85 86 86 86 86 85 84 84 83

14 Constante de couple mNm/A 58.1 79.9 116 145 182 196 233 291 356 392 443

15 Constante de vitesse tr/min/V 164 119 82.1 65.7 52.6 48.7 41.1 32.9 26.8 24.3 21.5

16 Constante de temps mécanique ms 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
17 Inertie du rotor gcm2 1400 1460 1420 1400 1380 1360 1420 1400 1360 1360 1340

18 Inductivité
 mH 0.04 0.08 0.16 0.25 0.39 0.46 0.64 1.01 1.51 1.83 2.34

19 Résistance therm. carcasse/air ambiant K/W 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3

20 Résistance therm. rotor/carcasse K/W 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6
21 Constante de temps thermique du bobinage s 100 110 100 100 99 97 100 100 97 97 95

Codeur digital
HP HEDL 5540
500 imp., 3 canaux
Détail page 178

� Système de surveillance des balais (Option)
Le signal de sortie est donné
par un contact
unipolaire d’ouverture.
Puissance applicable au contact max. 3 W
Tension de coupure max. 150 VDC
Courant de coupure max. 0.25 ADC
Presse-étoupe PG 7

diamètre d’ouverture � 5 - 7 mm
� Connectique moteur

Cosse à
câble rond � 6 mm
Presse-étoupe PG 13

diamètre d’ouverture � 8 - 15 mm
section recommandée du cable 2 x 4 mm2

� Jeu axial < 0,15 mm
� Roulements à
billes (fixe sur la face avant)
� Charge maximum des roulements

axiale (dynamique) 70 N
radiale (à
5 mm de la face) 350 N
Chassage (statique) 420 N
(statique, axe soutenu) 12000 N

� Températures d’utilisation -20/+100˚C
� Température rotor max. +125˚C
� Nombre de lames au collecteur 26
� Poids 2800 g
� Les caractéristiques moteur du tableau

sont des valeurs nominales.
� Option: Arbre de sortie avec clavette A5 de

passage (5x5x25 DIN 6885) sur demandeFig. 2.17: Fiche technique des moteurs RE75
28



2.7 Comportement d'un moteur DCFonctionnement à vide Par fonctionnement à vide, on désigne le comportementdu moteur seul (sans charge et sans couple extérieur) alimenté par sa tension nomi-nale constante U0. Dès que le régime transitoire est terminé, la vitesse et le courantsont constants et on a
L
di(t)

dt
= 0 = u(t) − R i(t) −KE ω(t)

J
dω(t)

dt
= 0 = KT i(t) −Rf ω(t)De la première équation, on déduit le coe�cient de force électromotrice KE qui,comme on peut le constater, est très légèrement supérieur à KT

KE =
U0 − RI0

ω0
=

48 − 1.42 · 0.147

203
= 0.235

[ Vrad/sec]De la deuxième équation, on tire le coe�cient de perte mécanique
Rf =

KT I0
ω0

=
0.233 · 0.147

203
= 0.17 · 10−3

[ Nmrad/sec]Connaissant ces valeurs, on peut calculer le gain du moteur qui relie la vitesse derotation ω
∞

à la tension appliquée U0

Kmot =
KT

KTKE +RRf

=
0.233

0.233 · 0.235 + 1.42 · 0.17 · 10−3
= 4.23

[rad/secV ]On notera que le gain ainsi trouvé est pratiquement égal à la constante de vitessefournie par le constructeur
Kmot,c = 41.1

[tr/minV ]

= 4.3

[rad/secV ]

Remarque Comme mentionné plus haut, on peut voir que le produit des para-mètres de puissance est beaucoup plus important que le produit des paramètres deperte
KT KE = 55 · 10−3 � RRf = 0.24 · 10−32.7.3 Comportement dynamiqueDans le cas où l'on bloque le rotor, le comportement électrique est décrit par laconstante de temps

τelt =
L

R
= 0.45 [ms]Inversement, si on fait tourner sur le rotor avec le circuit électrique ouvert, sa dy-namique est décrite par

τmec =
J

Rf

= 840 [ms] 29



2 Modélisation des systèmes analogiquesCeci dit, il est très important de réaliser que, à cause du couplage électromécanique-mécanique, ces deux temps caractéristiques n'ont aucun intérêt pratique dès l'instantoù le moteur est entraîné par une tension électrique. Le comportement dynamiquedu moteur ne peut alors être connu qu'à partir de l'analyse des pôles de sa fonctionde transfert
Gmot(s) =

KT

KTKE +RRf

1

1 + s
JR+LRf

KT KE+RRf
+ s2 JL

KT KE+RRfDans le cas particulier du moteur RE75, elle vaut
Gmot(s) = 4.23

1

1 + 1
272

s+ 1
(778)2

s2On en déduit immédiatement le gain statique du moteur qui relie sa vitesse à latension appliquée et les pôles de Gmot(s)

Kmot ≡
ω
∞

U0
= 4.23

[rad/secV ]

p1,2 =







−1901 [1/sec]
−319 [1/sec]Ceux-ci nous permettent de calculer les constantes de temps du moteur représentépar un modèle d'ordre 2

τ1 =
1

|p1|
= 0.53 [msec] τ2 =

1

|p2|
= 3.1 [msec]et de décrire le moteur par sa fonction de transfert d'ordre 2

Gmot(s) = Kmot

1

(1 + s τ1) (1 + s τ2)
(2.87)Modèle d'ordre 1 Dans le cas où on néglige l'e�et de l'inductance, on obtient unmodèle approximatif d'ordre 1 du moteur su�sant pour une première évaluation ducomportement dynamique du moteur. La fonction de transfert devient alors

Gmot(s) ≡ Kmot

1

1 + s τmot

' KT

KTKE +RRf

1

1 + s JR
KT KE+RRfD'où

Kmot =
KT

KT KE +RRf

' KT

KT KE

=
1

KE

= 4.23

[rad/secV ]

τmot =
J R

KT KE +RRf

' J R

KT KE

= 3.7 [msec] ' τ1 + τ2La valeur de la constante de temps ainsi trouvée est très proche de celle proposée parla �che technique τmot = 4 [msec]. On notera que la constante de temps du moteur30



2.7 Comportement d'un moteur DCest pratiquement égale à la somme des deux constantes de temps du système d'ordre2 et qu'elle est plus grande que la constante de temps électrique mais beaucoup pluspetite que la constante de temps mécanique
τelt < τmot � τmecLes graphes de la �gure 2.18 illustrent le comportement du moteur RE75 représentépar le modèle d'ordre 2 et celui fournit par le constructeur

Gmot,c(s) = 4.3
1

1 + 4 · 10−3 s
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Fig. 2.18: Vitesse de rotation et courant d'un moteur DC avec son approximationd'ordre 12.7.4 ExempleOn charge un moteur RE75-118825 avec un disque en acier de diamètreD = 20 [cm],d'épaisseur e = 2 [cm] au travers d'un réducteur planétaire GP81 de rapport N = 14et de rendement η=75%. A�n de chi�rer les frottements agissant sur la charge, ona lancé le disque seul sur son axe et on a observé qu'il s'arrête après environ 10secondes. On demande de calculer1. les paramètres du moteur KE et Rf ;2. les paramètres de la charge mch, Jch et Rf,ch ;3. la charge totale vue par le moteur ; 31



2 Modélisation des systèmes analogiques4. les constantes de temps électrique et mécanique ;5. la fonction de transfert du moteur et ses temps caractéristiques ;6. son modèle d'ordre 1 ainsi que son gain et sa constante de temps ;7. la vitesse de rotation n
∞

du moteur et le courant consommé i
∞

lorsque lemoteur est alimenté par sa tension nominale.Une fois ces calculs fait, on esquissera les évolutions temporelles de la vitesse et ducourant.SolutionLes paramètres intéressants fournis par la �che technique du moteur RE75 sont lessuivants
R = 1.42 Ω U0 = 48V
L = 0.64mH I0 = 147mA
KT = 0.233Nm/A n0 = 1940 rpm
Jmot = 1420 g cm2Connaissant les valeurs SI de

Jmot = 1420 · 10−7 = 1.42 · 10−4 kg m2

ω
∞

= 2πn0/60 = 203 rad/secon peut alors calculer les points suivants.Paramètres du moteur KE et Rf Du fonctionnement à vide du moteur, on tire
KE =

U0 − RI0
ω0

=
48 − 1.42 · 0.147

203
= 0.235

[ Vrad/sec]
Rf,mot =

KT I0
ω0

=
0.233 · 0.147

203
= 0.17 · 10−3

[ Nmrad/sec]Paramètres de la charge Le disque en acier de rayon Rd = 0.1 [m] et d'épaisseur
ed = 2 [cm] possède une masse et une inertie valant

md = ρπR2
d ed = 7800 · π · 0.12 · 0.02 = 4.9 kg

Jd = md

R2
d

2
= 0.0245 kg m2Le lancement du disque seul lancé sur son axe a montré qu'il s'arrête après environ10 secondes. On en déduit que sa constante de temps vaut environ

τd ' ttrans

5
= 2 secet que les pertes mécaniques peuvent être représentées par un frottement visqueuxdont le coe�cient vaut

Rf,d =
Jd

τd
=

24.5 · 10−3 kg m2

2 sec = 12.2 · 10−3 Nm/(rad/sec)
32



2.7 Comportement d'un moteur DCCharge totale vue par le moteur Comme le disque es relié au moteur à traversun réducteur de rapport N = 14 et de rendement η = 75%, la charge totale entraînéepar le moteur vaut
J = Jmot +

1

η N2
Jd = 0.309 · 10−3 kg m2

Rf = Rf, mot +
1

η N2
Rf, d = 0.25 · 10−3 NM/(rad/sec)Constantes de temps électrique et mécanique Par dé�nition, celles-ci valent

τelt =
L

R
= 0.45msec, τmec =

J

Rf

= 1.22 secFonction de transfert du moteur avec sa charge On a vu plus haut que lafonction de transfert d'un moteur s'écrit
Gmot(s) =

KT

KTKE +RRf

1

1 + s
JR+LRf

KT KE+RRf
+ s2 JL

KT KE+RRfOn en déduit son gain
Kmot ≡

ω
∞

U0
=

KT

KTKE +RRf

= 4.22 rad/sec/Vqui peut être calculé par rapport à n
∞

= ω
∞
/2π/60

Kmot, n ≡ n
∞

U0
= Kmot

60

2π
= 40.3 rpm/VLe dénominateur de Gmot(s)

D(s) = 1 + s
JR + LRf

KTKE +RRf

+ s2 JL

KTKE +RRf

= 1 + 7.95 · 10−3 s+ 3.59 · 10−6 s2permet de calculer les pôles et constantes de temps du moteur avec sa charge
p1,2 =

{

−134 1/sec
−2086 1/sec ⇒ τ12 ≡

1

|p1,2|
=

{

7.5 msec
0.5 msecModèle d'ordre 1 Dans le cas où un des temps caractéristiques est très petit parrapport à l'autre, on peut considérer que le système d'ordre 2 peut être assimilé àsystème d'ordre 1 :

D(s) = (1 + sτ1) · (1 + sτ1)

= 1 + s (τ1 + τ2) + s2τ1τ2

' 1 + s (τ1 + τ2)Ce qui conduit à un modèle décrit par
Gmot, n(s) ' Kmot, n

1

1 + s (τ1 + τ2)
=

40.3 [rpm/V]

1 + 8 · 10−3 s 33



2 Modélisation des systèmes analogiquesÉvolution de la vitesse et du courant En régime permanent et à tension nomi-nale, on a :
n
∞

= U0Kmot, n ' 1936 rpm
i
∞

=
U0 −KE ω∞

R
' 0.22AL'évolution de la vitesse de rotation et du courant consommé est illustrée par lesgraphes de la �gure 2.19 où l'on a porté également les résultats de l'approximationd'ordre 1.
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Fig. 2.19: Vitesse et courant d'un moteur DC chargé par un disque
2.8 Simulation d'un moteur DCDans cette section, on montre comment on peut obtenir des informations détailléesconcernant le fonctionnement d'un moteur DC grâce à la simulation et, plus parti-culièrement, comparer les réponses du modèle complet (ordre 2) avec celles de sonapproximation d'ordre 1.Remarque liminaire Matlab travaille avec des objets �fonction de transfert� dé�nispar la commande tf. Grâce à cela, comme on va le voir, il est extrêmement simplede décrire des systèmes linéaires et d'analyser leur comportement comme on le feraitsur une feuille de papier.34



2.8 Simulation d'un moteur DCInitialisation On doit d'abord initialiser le programme Matlab et fournir les gran-deurs de la �che technique.% Simulation d'un moteur DC sans charge% fmy - janvier 2006clear all ; close all ; format compact ; clc% fiche technique du moteur RE075U0 = 48 ; % tension nominaleI0 = 0.147 ; % courant à viden0 = 1940 ; % vitesse à vide en tr/minKT = 0.233 ; % cte de coupleKv = 41.1 ; % cte de vitesseJm = 0.142e-3 ; % inertie du rotorR = 1.42 ; % résistance aux bornesL = 0.64E-3 ; % inductance aux bornesParamètres On calcule ensuite les paramètres intéressants du moteur.% parametres du moteurw0 = n0/60*2*pi % vitesse à vide en rad/secKE = (U0 - R*I0)/w0 % constante de femRf = KT*I0/w0 % coeff. de frottement visqueuxCmax = KT*U0/R % couple maximumTelt = L/R % cte de temps electriqueTmec = Jm/Rf % cte de temps mecaniqueTmot = Jm*R/KT/KE % cte de temps du moteurKT_KE = KT*KE % termes de puissanceR_RF = R*Rf % termes de pertesFonction de transfert du moteur Avec Matlab, le calcul de la réponse d'unsystème linéaire se fait à partir de la donnée de la fonction de transfert. Dans notrecas :
Gmot(s) ≡ Ω(s)

U(s)
= Kmot

1

1 + 1
Q0ωn

s+ 1
ω2

n
s2

=
KT

KTKE +RRf

1

1 + s
JR+LRf

KT KE+RRf
+ s2 JL

KT KE+RRfCette fonction de transfert est dé�nie à l'aide de son gain, son numérateur et sondénominateur
Kmot =

KT

KTKE +RRf

N(s) = 1 D(s) = 1 +
1

Q0ωn

s+
1

ω2
n

s2% fonction de transfert du moteurKmot = KT /(KT*KE + R*Rf) 35



2 Modélisation des systèmes analogiqueswn = sqrt((KT*KE + R*Rf)/(Jm*L))Q0_wn = (KT*KE + R*Rf)/(Jm*R + L*Rf)Q0 = Q0_wn / wnnum_Gmot = 1 ;den_Gmot = [1/wn^2, 1/Q0_wn, 1]Gmot = tf(Kmot*num_Gmot,den_Gmot) ;Vitesse de rotation Le calcul de la réponse du moteur à un saut de tension sefait avec la fonction lsim (simulation de systèmes linéaires) à laquelle on passe lafonction de transfert et le signal d'entrée.% grandeurs temporellestmax = 30e-3 ; Npts = 1000 ;dt = tmax/Npts ; tt = 0 :dt :tmax-dt ;% reponse indicielleUmot = U0*ones(size(tt)) ; % tension appliquéeUmot(1) = 0 ;wt = lsim(Gmot,Umot,tt) ; % rotation en rad/secnt = wt/2/pi*60 ; % rotation en tr/min% graphessubplot(2,1,1) ;plot(tt*1000,nt,'LineWidth',2) ; grid on ;ylabel('n(t) [tr/min]') ;axis([-2,30,-100,2100]) ;Courant consommé Comme on vient de le voir, les réponses temporelles sontcalculées à partir des fonctions de transfert. Pour calculer le courant consommé, ilfaut donc dé�nir une fonction de transfert correspondant au courant. Celle-ci esttout simplement égale à l'admittance représentée par la résistance et l'inductance
I(s) ≡ UZ(s)

Z(s)
= UZ(s) Y (s) = (U(s) −KEΩ(s))

1

R + sLConnaissant la tension aux bornes de l'admittance Y (s)

uRL(t) = U0 −KE ω(t)on pourra calculer le courant i(t) avec la fonction lsim puis le représenter dans ungraphe.% courantYs = tf(1, [L,R]) ;ut_RL = Umot - KE*wt ;it = lsim(Ys,ut_RL,tt) ;it_inf = it(end)36



2.8 Simulation d'un moteur DC% graphessubplot(2,1,2) ;plot(tt*1000,it,'LineWidth',2) ; grid on ;ylabel('i(t) [A]') ;xlabel('t [ms]'),axis([-2,50,-1.5,35]) ;% pose en p0 d'un rectangle blanc de cotes dpp0 = [20,2] ; dp = [9,8] ;px = p0(1)+[0,0,dp(1),dp(1)] ;py = p0(2)+[0,dp(2),dp(2),0] ;patch(px,py,'w') ;% affichage du textetexte = ['i(\infty) = ', num2str(it_inf,3),' [A]'] ;text(p0(1)+0.1*dp(1),p0(2)+0.5*dp(2),texte) ;Dynamique du moteur Des informations particulières telles que les constantesde temps τ1,2 du moteur, la durée du régime transitoire, le courant et la vitessemaximums peuvent être a�chées dans la fenêtre de commandes avec ces quelqueslignes% infosp12 = roots(den)tau_12 = 1./abs(p12)t_trans = 5*max(tau_12)i_max = max(it)n_max = max(nt)Approximation d'ordre 1 Pour terminer l'analyse temporelle, il est intéressantde comparer les résultats ci-dessus avec l'approximation d'ordre 1 proposée par leconstructeur
Gmot,1(s) ' Kmot

1

1 + s τmot% approximation d'ordre 1 (fiche technique)K_mot = 41.1 ; % tr/min/Vtau_mot = 4e-3 ;Gmot1 = tf(K_mot,[tau_mot,1]) ;nt1 = lsim(Gmot1,Umot,tt) ;it1 = U0/R*exp(-tt/tau_mot) ;it1(1) = 0 ;subplot(2,1,1) ; hold on ;plot(tt*1000,nt1,' :') ;subplot(2,1,2) ; hold on ;plot(tt*1000,1t1,' :') ; 37



2 Modélisation des systèmes analogiquesOn peut alors noter que l'approximation, bien que grossière, donne une assez bonneidée du comportement du moteur. Les graphes associés à ces calculs sont présentésdans la �gure 2.20.
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Fig. 2.20: Vitesse de rotation et courant d'un moteur DCRéponse fréquentielle L'analyse du comportement du moteur peut être complé-tée par la représentation de sa réponse fréquentielle G(jω). Dans Matlab, celle-cise calcule aisément avec la fonction freqs(num,den,w). Le code nécessaire pour lecalcul et le traçage de la réponses fréquentielle est le suivant.% reponse frequentiellefmin =1 ; fmax = 1000 ;ff = logspace(log10(fmin),log10(fmax),500) ;Gmot_jw = freqs(num_Gmot,den_Gmot,2*pi*ff) ;Gmot_db = 20*log10(abs(Gmot_jw)) ;figure ;subplot(2,1,1) ;semilogx(ff,Gmot_db,'LineWidth',2) ; hold on ;semilogx([fmin,fmax],(max(Gmot_db)-3)*[1,1]) ; grid on ;title('Réponse fréquentielle d�un moteur DC') ;ylabel('G_{dB}(f)') ;subplot(2,1,2) ;semilogx(ff, angle(Gmot_jw)/pi*180,'LineWidth',2) ; grid on ;38



2.9 Conclusion généraleylabel('\angle G(jf)') ;xlabel('fréquence [Hz]') ;
10

0
10

1
10

2
10

3
−30

−20

−10

0

10

20

G
dB

(f
)

10
0

10
1

10
2

10
3

−200

−150

−100

−50

0

∠
 G

(jf
)

fréquence [Hz]Fig. 2.21: Réponse fréquentielle d'un moteur DCL'observation de la réponse fréquentielle montre que la bande passante du moteurà vide est légèrement inférieure à 50Hz et que le moteur est donc capable de suivreune commande sinusoïdale d'une dizaine de Hz.2.9 Conclusion généraleÀ l'issue de ce chapitre, il est intéressant de remarquer que pour étudier les systèmesanalogiques on est amené à devoir utiliser l'ensemble des connaissances acquisesdans la formation de base des ingénieurs à savoir les mathématiques, la mécanique,l'électricité, la physique, l'électromagnétisme, la simulation numérique.Comme on a pu le constater, l'étude de ces systèmes nous oblige à faire la synthèsede notre savoir ; chaque branche étudiée doit donc s'ouvrir aux autres sciences etêtre maîtrisée si l'on veut les appliquer au monde réel.
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2 Modélisation des systèmes analogiques2.10 ExercicesSanl 1 Le graphe de la �gure 2.22 représente les résultats de mesure d'une bobineà noyau ferromagnétique. Proposez un modèle pouvant représenter ces résultats ettirez-en les valeurs des composants.
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Fig. 2.22: Mesure de l'impédance d'une bobineSanl 2 On s'intéresse ici au mouvement d'une masse m suspendue à un ressort deconstante k et d'amortissement λ.1. Dessinez le schéma technologique représentant ce système et écrivez son équa-tion di�érentielle en considérant qu'on applique à la masse une force F (t).2. Calculez la fonction de transfert G(s) reliant la position y(t) à la force F (t) ;écrivez-la dans la forme canonique de Laplace. Tirez-en les expressions de ωn, ζet Q0.3. Montrez que les pôles d'un système oscillant d'ordre 2 valent
p1,2 = −ζωn ± jωn

√

1 − ζ2Sachant qu'on dé�nit
τ =

1

ζωn

et ωp = ωn

√

1 − ζ2montrez que
ωn =

√

ω2
p +

1

τ 240



2.10 Exercices4. L'application à l'instant t = 0 de la force F (t) = −mg conduit au mouvement
y(t) présenté à la �gure 2.23. Déduisez de ce graphe la constante de temps del'amortissement et la période de l'oscillation. Tirez-en les valeurs numériquesde ωn, ζ et Q0.5. Sachant que la masse m vaut 100 grammes, calculez la constante de rappel duressort et le coe�cient d'amortissement.6. Comment justi�ez-vous la valeur de la position �nale (' −62mm) de la masse ?
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Fig. 2.23: Position d'une masse suspendue à un ressortSanl 3 On considère un seau d'eau de diamètre D1 = 25 [cm] dont la base estpercée d'un trou de diamètre D2 = 1 [cm]. Admettant qu'on le remplit avec un débitconstant de 1, 2 ou 3 [dl/sec], calculez la hauteur d'équilibre et le temps nécessairepour l'atteindre. Quelle relation voyez-vous apparaître entre le débit, la hauteuratteinte et la durée de remplissage ?Sanl 4 On s'intéresse ici au comportement d'une masse suspendue à un ressortdont on a mesuré la caractéristique F (y). Celle-ci est manifestement non linéaire(�gure 2.24). Le polynôme d'ordre 3 passant au mieux parmi les points mesurés estle suivant
F (y) = 11655 y3 − 8365 y2 + 2050 y − 160 [N ]On notera que cette expression n'a pas de sens en dehors du domaine mesuré car pourune élongation nulle (y = 0), le ressort fourni une force négative (F (0) = −160 [N ]).41



2 Modélisation des systèmes analogiques
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2.10 Exercices1. Sachant que le point de suspension du ressort est �xe, dessinez le schématechnologique représentant ce système et écrivez son équation di�érentiellelinéaire autour du point d'équilibre �xé par le poids de la masse.2. Admettant que les pertes sont faibles, rappelez sous forme littérale ce quevalent la constante de temps d'amortissement et la période d'oscillation enfonction de k et m.3. Considérant que la masse suspendue vaut 0.4, 0.8 ou 1.0 [kg] et sachant quele coe�cient d'élasticité autour d'un point de fonctionnement est dé�ni par
k =

dF

dy

∣

∣

∣

∣

y=Y0

[Nm]quels seront les positions d'équilibre et coe�cients d'élasticité respectifs ?4. Si la masse oscille légèrement autour de sa position d'équilibre, on peut consi-dérer que le système est linéaire. L'enregistrement de la �gure 2.25 permetd'estimer que le coe�cient d'amortissement λ vaut environ 1 [N/(m/sec)].Pour chacune des trois masses, calculez la période d'oscillation, la constantede temps et le nombre de périodes visibles.5. A partir de l'enregistrement de la position d'une masse de 0.8 kg (�gure 2.25),pouvez-vous trouver les coe�cient d'élasticité k et de frottement λ du ressort ?Sanl 5 On considère ici le comportement d'un petit moteur DC (P=11W, D=32mm,L=45mm) ; ses paramètres sont donnés dans le tableau 2.4. Calculez leurs valeursSI et complétez le tableau.Paramètres Valeurs Unités Symboles Valeurs SI Unités SITension nominale 18 V U0 VCourant à vide 37 mA I0 ≡ i
∞

AVitesse à vide 8000 tr/min ω0 ≡ ω
∞

rad/secInertie du rotor 18.4 gcm2 Jmot kgm2Résistance du bobinage 5.5 Ω R ΩInductance du bobinage 0.8 mH L HConstante de couple 20.8 mNm/A KT Nm/AConstante de f.e.m KECoe�. de frottement RfTab. 2.4: Paramètres d'un moteur1. Rappelez les équations di�érentielles du moteur DC. Que deviennent-elles enrégime permanent ?2. De ces deux équations, tirez les deux paramètres KE et Rf manquants dansle tableau 2.4 ; précisez leurs unités.3. Calculez la fonction de transfert du moteur Gmot(s) ; exprimez-la dans la formede Bode. Que vaut son gain (avec ses unités) ? Quelle signi�cation lui donnez-vous ? 43



2 Modélisation des systèmes analogiques4. Calculez les pôles et les constantes de temps du moteur ; que pensez-vous deleurs valeurs respectives ? Pouvez négliger l'une d'entre elles ? Écrivez l'ap-proximation d'ordre 1 de Gmot(s).5. Écrivez l'expression de la vitesse Ω(s). Que valent ses pôles ? Tirez-en la formegénérale de ω(t). Calculez les vitesses ω(0+) etω(∞) ainsi que n(∞) [tr/min].Conclusion ?6. Esquissez avec soin l'évolution de la vitesse du moteur lorsqu'on lui appliquela tension nominale.Sanl 6 On considère ici un micro-moteur DC 3257 Faulhaber dont la �che tech-nique est donnée à la �gure 2.26. Pour le moteur 24V, on demande :1. De la �che technique, extrayez les informations nécessaires à la modélisationdu moteur.2. Quel est le modèle d'ordre 1 proposé par le constructeur ? Que vaut le couplemaximum que peut fournir le moteur ?3. Calculez les coe�cient de fem et de frottement ainsi que les constantes detemps électrique et mécanique.4. Calculez la fonction de transfert du moteur. Tirez-en le gain, les pôles etconstantes de temps du modèle d'ordre 2. Est-il raisonnable d'adopter un mo-dèle d'ordre 1 ? Si oui, que vaut-il ?5. Comparez ces grandeurs avec celles fournies par le constructeur ainsi qu'avec
τelt et τmec.6. On alimente le moteur à sa tension nominale ; calculez la vitesse de rotationdu moteur et le courant consommé en régime permanent.7. Esquissez les réponses indicielles n(t) et i(t).Sanl 7 On charge un moteur Faulhaber 3257-24V avec un disque en acier de dia-mètre D = 8 [cm], d'épaisseur e = 2 [cm] au travers d'un réducteur G32-3 de rapport

N = 14 et de rendement η=80%. Admettant que les pertes vues par le moteur ontsimplement doublé sous l'e�et de la charge, calculez1. le modèle d'ordre 1 de l'ensemble ;2. la durée du régime transitoire, le courant consommé i
∞

et la vitesse n
∞

de lacharge.Sanl 8 On considère ici un micro-moteur DC RE13-118467 de faible puissanceet haute vitesse. De la �che technique, on a tiré les paramètres présentés dans letableau 2.5.1. Quel est le modèle d'ordre 1 proposé par le constructeur ? Que vaut le couplemaximum que peut fournir le moteur ?2. Calculez le coe�cient de frottement ainsi que les constantes de temps électriqueet mécanique.44



2.10 Exercices

Fig. 2.26: Fiche technique des moteurs Faulhaber 3257
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2 Modélisation des systèmes analogiquesParamètres Symboles Valeurs UnitésTension nominale U0 9.0 VCourant à vide I0 28 mAVitesse à vide n0 17200 tr/minConstante de couple KT 4.95 mNm/AInertie du rotor Jmot 0.484 gcm2Résistance du bobinage R 3.5 ΩInductance du bobinage L 0.11 mHConstante de vitesse Kmot 1930 tr/min/VCte de temps du moteur τmot 7 msPuissance P 2.5 WDimensions DxL 13x32 mm2Poids m 25 grTab. 2.5: Paramètres d'un moteur DC RE133. Dessinez le schéma fonctionnel du moteur avec le couple extérieur.4. Calculez les fonctions de transfert tension-vitesseGmot(s) = Ω(s)/U(s), tension-position Gθ(s) = Θ(s)/U(s) et couple-vitesse GC(s) = Ω(s)/Cext(s). Écrivez-les sous forme canonique.5. Que valent le gain, les pôles et constantes de temps du moteur ?6. Comparez ces grandeurs avec celles fournies par le constructeur ainsi que τeltet τmec. Est-il raisonnable d'adopter un modèle d'ordre 1 ? Si oui, que vaut-il ?7. Est-il raisonnable de négliger les pertes ? Chi�rez l'erreur ainsi commise.8. On alimente le moteur à sa tension nominale ; calculez la vitesse de rotationdu moteur et le courant consommé en régime permanent.9. Esquissez les réponses indicielles n(t) et i(t).10. On freine le moteur avec un couple extérieur Cext = 5 [mNm] ; que valent alorsla vitesse de rotation ω
∞

du moteur et le courant consommé i
∞
?
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