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1 SIGNAUX PERIODIQUES

1 Signaux périodiques
Voir également les corrigés manuscrits annexés.

SF 4 Le premier signal est une SIR d’amplitude A = 10V, de période T' = 10 msec, de
largeur At = 2msec et décalé de t; = —At/2 = —1msec. Son spectre vaut donc

X1 (k) = Xo(jk) exp(+j2mh fo ta) avee Xo(jk) = A= ST foll)

T (krfoAt)
. _ At [sin(km foAt) _ sin(kw/5
KGnl = A || el

£ZX1(jk) = (Oou £7) + 2rkfotyg= (0ou £7) — kn/5

Le deuxiéme signal est une SIR abaissée de 3 V, d’amplitude A = 9V, de période T =
10msec, de largeur At = 5msec et décalé de t; = —At/2 = —2.5msec. Pour k # 0, son
spectre vaut donc

) At
| Xa(jk)| = A?

sin(km foAt)
(km foAt)

(km/2)

‘ =45V

sin(kw/2 ‘

£X5(jk) = (0ou £7) + 2nkfotyg= (0ou £7) — kr/2
Comme on a soustrait une tension continue de 3 V & la SIR, la composante DC vaut
X2(0)=45-3=15V
Les spectres sont présentés dans la figure 1.
SF 7 Puisque X (jk) = 0 pour |k| > 1, on en déduit que le signal x(t) est constitué d’une

composante DC et de la fondamentale. Celle-ci est obligatoirement une sinusoide car le
signal est impair. On a donc

. 1 1
x(t) = Ap + Aisin (27 fot) avec fo = T = S = 500 Hz
Comme sa puissance vaut 1, on doit avoir
2 1 o
P — AO + 5 Al - 1
Parmi l'infinité de solutions, on peut en choisir deux
1 Ay = 0
P o= 04+547=1 =
4 = V2
1 11 A = 1/V2
2 2
P = AO+§A1:§+§:1 =
A = 1
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1 SIGNAUX PERIODIQUES
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FiG. 2: Ex SF 10

SF 10

1. Le spectre de ce signal impair est purement imaginaire.

2. On observe que z(t) est la différences de deux SIR z((t) décalées de £A/2; on a
donc z(t) = zo(t — %) —xzo(t+ %) En utilisant le théoréme du décalage, on obtient

A A
X = Xa) - exp (~2hnfn ) = Xalib) oxp (+i2km s’y

= Xo(jk) - [exp <—j2kﬂf0%> — exp <+j2k7rf0%>}

— Xo(jk) - (~29)sin <2lmfo%>

= Xo(jk) - (=2j) sin (k7 foAt)

Comme At sin (kr foAd)
. SIN (KT fo
X A _ Y 7
oUk) = AT 5 AD
il vient )
) o At (sin (kw foAt))
X =—j2A—
(k) = =24 =35 A
Le module et la phase du spectre valent donc
. At | (sin (krfoAt))?
X =24 —
| X (jK)] T | (er fodd)
—7m/2 st k>0
LX(jk) = 0 si k=0

+7/2 si k<0



1 SIGNAUX PERIODIQUES

3. La puissance de ce signal vaut

1 +T/2 1 +At At
P:—/ a;tht:—/ A% dt =24% =—
T J 12 Q T ) At T

4. Comme le spectre est purement imaginaire, on trace simplement sa partie imaginaire

(figure 2).

SF25 Comme le signal sinusoidal passe au travers d’un filtre linéaire, le signal de sortie
est une sinusoide non déformée. Son TDH est donc nul.

SF26 On constate que, pratiquement, les composantes spectrales non nulles sont celles
d’ordre impair. On peut ainsi négliger les composantes paires. On a donc

vV 2kt AR
TDH = YRR g ew

Ay

1
Xepp = A2+ 5 D A2 =457V gy
k>1
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2 SIGNAUX NON PERIODIQUES

2 Signaux non périodiques

Voir également les corrigés manuscrits annexés.

TF 6
‘ ‘ ‘ fréquence temps

1 la partie réelle de X (jf) est nulle le signal x(¢) est impair
2 la partie imaginaire de X (jf) est nulle le signal x(t) est pair

113 il existe un décalage to tel que en décalant z(t) de to,

' exp(j2mfto) X (jf) est réel on obtient un signal pair
4 il existe un décalage t( tel que en décalant z(t) de t,
exp(j2m fto) X (jf) est imaginaire on obtient un signal impair
5 X (jf) est continu le signal z(t) est non périodique
Signaux a b ¢ d e f
2. | Propriétés || 2,4 | 3,5 4 1,512,5]1,5
to +£05 | =2 | =05

3. Un signal périodique constitué de deux triangles différents.

TF 7

1. On sait que le spectre d’un signal triangulaire centré zo(¢) est un sinus cardinal
a la puissance 2; son spectre de phase est donc nul. Comme le signal proposé est
constitué de deux triangles, son spectre de phase ne dépend que du décalage par
rapport a l'origine t; = —1 msec. On a donc

LX(§f) = ZXo(jf) +2nfta=0—2710"2 - f [rad]

2. On a vu que

“+oo
X(f:O):/ z(t)dt =1-2msec = 2 - 1073 [sec]

—00

3. De méme
“+00

X(Gf)df =x(t=0)=1[V]

—00

4. Gréace au théoréme de Parseval, on sait que

+00 +0o0
W= / XGf)Pdf = / () dt



2 SIGNAUX NON PERIODIQUES

avec

£=0.001 1 2
[ ()
0 1msec

0.001

t3
4-108 =
3

0

4
3 1073 [V2sec]
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

3 Analyse spectrale numérique

TFD 0
1. Voir correction au tableau.

2. Considérant la suite z[n] = {0, 2, 4, 0}, on commence par calculer son spectre discret
(sa TFD) en effectuant la somme sur n

N-1
Xpljk] = Zx[n]exp(—ijkzn/N)
n=0
3
= Zm[n]exp(—ijkzn/él)
n=0

= 2exp(—j2rk-1/4) +dexp(—j2nk - 2/4)
= 2exp(—jkn/2) + dexp(—jk )

puis on calcule les composantes spectrales pour k£ =0, 1, 2, 3

Xplj0] 2+4=+46

Xpljl] = 2exp(—jn/2) +4dexp(—jm)=—4—2j
Xplj2] = 2exp(—jm)+4exp(—j2r)=—-2+4=+42
Xpli3] = 2exp(—j3n/2) +4exp(—j3n) =—4+2j

Comme le spectre discret est relié aux séries de Fourier par
) 1 )
Xsrljk] = w7 Xpljk]

3. A ces composantes spectrales de la TFD correspondent les composantes bilatérales
de la série de Fourier

. 1 )

et unilatérales Ay, :

k=0 Ao = Xsr[0]
k=1,---,N/2—-1 A = 2| Xgr[jk]| a = LXgp[jk]
k= N/2 Anyo = |XspliN/2)| | anjp = £Xsr[iN/2]
On obtient ainsi
k 0 1 2 3
Xsrljk] 1.50 —1—-0.5j 0.5 —1+0.57

ApZay  1.50 2.236 £ — 2.68 0.5 £0.00
On peut alors calculer le signal temporel z(t) au sens de Fourier
x(t) = Ag + Aj cos (27 fot + aq) + Ag cos (47 fot + ag) + - -
Ce qui donne
x(t) = 1.5 + 2.236 cos (27 fot — 2.68) + 0.5 cos (47 fot)

Dans Matlab, les calculs ci-dessus se résumsent aux lignes de codes présentées dans
la figure TFDO.



3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

% signal x[n] et sa TFD Xd[jk]
xn = [0,2,4,0] ;

N = length(xn) ;

Xdjk = fft(xn) ;

nn = 0 :N-1; fk = 0 :N-1;

% spectre unilatéral

Ndemi = round(N/2) ;

Xjku = Xdjk(1 :Ndemi+l) / N;

Ak = 2xabs(Xjku) ;

Ak(1) = Xjku(1) ; % composante DC

Ak (Ndemi) = Xjku(Ndemi) ; % composante de Nyquist
ak = angle(Xjku) ;

% paramétres temporels

Te = 1; duree = 4xTe;

Npts = 1000; tmin = -1; tmax = duree;
dt (tmax - tmin)/Npts;

tt tmin :dt :tmax-dt ;

% signal temporel périodique
f0 = 1/duree ;
xt = Ak(1)*ones(size(tt)) ;
for k = 2 : Ndemi+l
xt = xt + Ak(k)*cos(k*x2*xpixfO*tt + ak(k)) ;

end ;
x[n] XKl
4 © 15 ©
3 (0] (0] Q Q o} 0}
1
2 o
0.5
1
(0.c 9] 0
0 1 2 3 -5 0 5 10
n O kOAf
e
Signal analogique reconstruit
5 T T T

X(t)

-1 L ! L ! L
-1 0 1 2 3 4 5

temps [sec]

PﬁG.S:@ﬁ.TFD(]



3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

TFD 1:

Lk Jol v [ 2 [ [4 ] [ 6 | 7 |8 ]9 [10]
Xpljk] 4 2+j | 3+2j j 2 = 3-2] 2-j 4 2+4j | 3+2]
| Xp[jk]| 4 V5 | V13 1 2 1 V13 V5 4 V5 | V13
/Xpljk] || 0 | 0464 | 0.588 | 1.571 | 0 | -1.571 | -0.588 | -0.464 | 0 | 0.464 | 0.588
fkH?] 0 | 0.125 | 0.250 | 0.375 | 0.500 | 0.625 | 0.750 | 0.875 | 1.000 | 1.125 | 1.250

1. Le tableau ci-dessus donne les résultats Xp[jk] provenant d'une FFT.
2. Le signal temporel zx[n] est donc discret et périodique.

3. Utilisant une des propriétés de la TF, on a

el =0] = Lanl] = < 3 X[k
= LAHCHD GG+ Q)+ () +B-2) + (2 )
= %16:2

4. Sachant que zn[n] = % zp[n], il vient

7

> Xpljk] exp (+52mn k/8)
k=0

| =

xy[n] =

TFD 2 :

1. Graphe : figure Ex TFD 2.
2. La suite de valeurs z[n] est constituée de 8 points et t,,q4, = N T, = 8 [msec].

3. Apres déclenchement de 'acquisition par le flanc montant, on aura certainement
z[0] = z[1] = z[2] = A et z[3] = 0. D’un point de vue purement mathématique, il est
plus élégant et plus correct de considérer z[0] = A/2 = z[3].

4. Le domaine spectral analysé s’étend de —f./2 = =500 Hz & +f./2 = 4500 Hz et
Iincrément de fréquence vaut Af = % =125 Hz.

5. Le compteur k des fréquences varie de 0 & N 1 = 7. On a en particulier

N-1 2
Xpljo] = Y z[n]exp <—j27r2;N0> => an] =3A4=15[V]

11
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XKl

X, 1]

x(t) et xN[n]

XK

S5
4+ B
3r 4
2r 4
| f I ’
0
-1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
fréquence [k Af]
3T
X
2r-0 ml
[o]
X X
1+ o i
X X
o [0} o o i
(o] X (o]
X X
-1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps [n At]
Fic. 4: Ex TFD 1
,,,,,, ' 4
|
|
| 4
|
|
|
| 4
|
|
| 4
|
|
|
| 4
|
t—o—o—o6—-6 —! (R B
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16
temps [n At]
15+ n
10 n
5r 4
o W W y
1 1 1 1 1 1 1 1
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

Xplj2] = ng[n]exp <—j27r%">

= A+ Aexp <—j2772T;1> + Aexp <—j27‘(’%>

= b5+ 5cos(m/2) — jbsin(mw/2) + 5cos(m) — j5sin(m)
= 5-j5-54+j0=—j5=5/—m/2

6. La valeur spectrale en f = 0, c’est-a-dire Xp[jk = 0], est toujours égale a la somme
des valeurs temporelles. Ce résultat est bien confirmée par le calcul au point 5.

TFD 3 :

1. Graphe : figure Ex TFD 3a.

2. Le spectre Xp[jk| n’est pas indépendant de la longueur N = 2m de la suite puisque

Iincrément de fréquence vaut Af = % = 2f;1. On a donc pour 0 <k <2m —1:

Xolihl = > alnlew (i)

n=-—2

1-k 2.k
= 142 -1cos(m——)+2-0.5cos(m—)
m m

3. Si on double le nombre d’échantillons, on améliore la résolution spectrale ; c’est-a-dire
que le nombre de composantes spectrales calculées entre 0- - - f, est doublé (figure Ex
TFD 3b, c et d).

TFD 4 :

1. Graphe : figure Ex TFD 4.
2. La décomposition en série de Fourier (spectre bilatéral) donne
A1/2=05 si k=+1

XSF[jk] = A2/2:0.5 st k=42
0 sinon

En portant ces résultats dans le tableau de I’énoncé ou la fréquence est centrée sur
Vorigine (spectre bilatéral), on obtient le tableau de la figure Ex TFD4. On voit ainsi
que le résultat fourni par la FFT correspond & la relation suivante

Xpljk] = N Xsr[jk]

3. Cette fois-ci, le nombre de points est N = 32 et la définition spectrale vaut

8kHz
N 32
Comme les raies spectrales se situent en fo = 1kHz et 2fy = 2kHz, on voit quelles
seront séparées par des valeurs nulles et que leur amplitude vaudra

= 0.25[kH 2]

Xpljk] = N Xsp[jk] = 32 0.5 = 16

En limitant le tableau aux raies spectrales comprises entre 0 et f./2, on a :
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

=8

Xglikll, N

=16

XofiKll, N

=32

XofiKll, N

1k
/ \
, \
h \
/
0.8 / \
, \
/ \
/ \
) \
061 / N
= ; \
< \
3 \
041 N
\
\
\
0.2 /) \
\
\
\
, \
[0
| | | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
temps [n At]
5
4t
3l
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1k
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0 L I I . L . 1 [ L
0 2 4 6 8 10 12 14
5
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3l
2l
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Ficg. 6: Ex TFD 3
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

| k Jo]l 1t [ 23 4] 56| 78] 9] 10-15 |
flkHz || 0 | 025|050 07| 1.0 125|150 |1.75]2.00 | 225|250 3.75
Xpljk] || 0 0 0 0 16 0 0 0 16 0 0
TFD 5 :  On échantillonne une exponentielle décroissante ot A = 5[V], 7 = 5 [msec]
avec une période d’échantillonnage T, = 1 [msec].
1. Le tableau des transformées de Fourier donne :
r
t)y=A —t t = X(Gf)=A———
r(t) = Aexp(~/7) (1 (i) = Ay

2. Considérant les instants t = nT,, on a :

o) = a(nT.) = A-exp(—nT./7) = A-exp (—T,/7)" = A- 1"

x[n] = A -r™ est donc une suite géométrique de raison r = exp(—T./7) = 0.819.

3. La TF X.(jf) de la suite infiniment longue x[n] vaut

Xe(if)

+0o0
T Z z[n] exp(—j2m fnTy)

+oo
T.>  Ar™ exp(—j2n fT.)"

n=0
—+00

T, Z A (r exp(—jg2nfT.))"

AT,
1 —rexp(—j2nfT.)

n=0

4. Lorsque la suite z[n] est tronquée, la somme ci-dessus ne porte que sur les N valeurs

prises en compte :

N-1

XenGf) = Te)  A(r exp(—j2nfT.))"

AT,

n=0

1—(r exp(—jQWfTe))N

1 —rexp(—j2nfT.)

5. L’axe des fréequences compris entre 0 et f, est discrétisé en N valeurs. On a donc :

et

Xpljk] =

Af

Te

e,N(jf)|f:kAf =

_fe
N

15

f=kEAf

1— (r exp(—j27 k‘/N))N

fTe

k
N

1 —7rexp(—j2nk/N)
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x(t) et xN[n]

x(t) et xN[n]
S
ol

|
=
&)

| 4] 3] 2] 1[0] 1] +2]

+3 |

Xsr[jk]

0 05105 |0

0.5

0.5

Xpljk]

= N
[N

|
[ o
-

|
=
&)

temps [n At]

N
[

10 15 20
fréquence [k Af]

25

30

=
[N

.
o v~

|
=

0 0.5 15 2 25 3 35 4
temps [n At]
207
0] 0] 0]
151 b
10 b
5r i
0 4 4 4 4 4
0 10 15 20 25 30

fréquence [k Af]

Fic. 7: Ex TFD 4
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

6. Pour f =0, les 4 spectres ci-dessus valent donc :

X(§f)ljmg = AT = 25-107° [V sec]

Xe(G) =0 :ATG% = 5-10—3ﬁ:2756-10—3 [V sec]
Xen ()l p—g :ATE% = 5-10_3%:26.44-10‘3 [V sec]
Xp(R), :All__riv _ 5% — 26.44[V]
AnSp 1:
[N T. tmaz | AF | fe ]

40 | 0.5 ms | 20 ms 50 Hz 2 kHz
20 1 ms 20 ms 50 Hz 1 kHz
50 | 0.2 ms | 10 msec | 100 Hz | 5 kHz
100 | 1 ms 100 ms 10 Hz 1 kHz
o0 1 ms 50 ms 20 Hz 1 kHz
500 | 2 ms 1s 1 Hz 500 Hz
30 1 ms 30ms | 33.3Hz | 1kHz
25 | 0.2 ms 5 ms 200 Hz | 5 kHz

AnSp 2 : La fenétre rectangulaire doit étre utilisée pour tous les signaux qui n’appa-
raissent qu’une fois (signaux non permanents, réponses indicielles, impulsionnelles) : si-

gnaux 2, 3, 5, 6, 7.

Les fenétres en cosinus sont utilisées pour I'analyse de signaux périodiques ou de bruits
permanents. Dans ce cas, il est souhaitable d’avoir suffisamment de périodes pendant la
durée de 'enregistrement : signaux 1, 4, 8.

AnSp 3 :

1. Le signal enregistré est périodique et comporte exactement deux périodes. On choisira
donc une fenétre rectangulaire.
2. N =20, tyee =20ms, fe=1kHz, Af =50Hz

3. Les raies spectrales réelles (celles du signal analogique z(¢)) sont au nombre de trois :
Ay =3, A1 =4 £0, Ay =2 /—7/2. Comme on a enregistré 20 valeurs temporelles,
il y aura 20 valeurs spectrales dont seules ’amplitude et la phase des 10 premiéres
seront intéressantes.

4. Amplitudes et phases du spectre bilatéral :

| k [-w0[ 9] 8] 7[-6]5]4([3]-=2]-"1]
f= kAf]-500 ] -450 | -400 | -350 | -300 | -250 | -200 | -150 | -100 | -50
XKl | 0 ] 0 ] 0 | 0 00 1 0| 2 |0
ZX[GK] | 0 | 0 | 0 | 0 ] 00 [+x2] 0 | 0 |0

17



3 ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

\ 2 o] +1 ] +2 | 43 | +4 | +5 | +6 | +7 | +8 | 49 |
f=EAF]O] 450 +100 | +150 [ +200 | +250 | +300 | +350 | +400 | +450
IX[jk]] [3] O 2 0 1 0 0 0 0 0
ZX[Gk] o] 0 0 0 | —m/2] 0 0 0 0 0

5. Si I'on échantillonne six périodes au lieu de deux, la durée et la définition spectrale
valent tq. = 6/fo = 60ms, Af = 1/60ms = 16.67 Hz. Comme les composantes
spectrales non nulles sont situées en 0, 100 Hz, 200 Hz et que le compteur des fré-
quences vaut k = f/Af, on voit que les composantes non nulles se situeront en
k=0,6, 12.

AnSp 4
1. Le signal

x(t)=14+5sin(2nf,t) + 2 sin (2w fpt), f,=1[kHz|, f, =1.5[kHz]

comporte deux composantes spectrales f, = 2fo, fp = 3fo multiples de fo = 500 [Hz].
Sa période vaut donc Ty = 1/fy = 2ms alors que les périodes T, et T}, valent
respectivement 1 [ms| et 0.667 [ms|. Son spectre unilatéral de z(t) s’écrit

A():l, A1:O, 041:0, A2:5, 042:—7'('/2, A3:2, a3:—7r/2

Les valeurs efficaces DC et AC valent respectivement

A2 52 4 92
Xgo = Ag = 1, Xaczwz’“’;l by ; = V145

2. Sachant que T, = 125 [us] et T'= 10 [ms] (voir figure 8a),

a) ona fmer = fe=1/T. =8kHz, Af =1/T = 100Hz;

b) comme le nombre de périodes de z(t) est un entier (7/Ty = 10/2 = 5), il n’est
pas nécessaire d’utiliser une fenétre d’observation ;

c) comme f, = 1kHz, f, = 1.5kHz et Af = 100Hz, on voit que ces composantes
spectrales se situeront en k = k, = fo/Af =10 et en k = ky = f,/Af = 15.

3. Dans ce cas, T' = 11 [ms] (voir figure 8b)

Y

a) on aura donc fpee = fe =1/T. = 8kHz, Af =1/T = 91Hz;

b) comme le nombre de périodes du signal z(¢) n’est pas un entier (T'/Ty = 11/2 =
5.5), il faut envisager I'utilisation d’une fenétre d’observation autre que rectan-
gulaire ;

¢) comme f, = 1kHz, f, = 1.5kHz et Af = 1000/11 Hz, on voit que ces compo-
santes spectrales se situeront en k, = fo/Af = 11 et en ky, = f/Af = 16.5.
Ainsi, la fréquence f, sera représentée par une seule raie spectrale située en
f=koAf = f, = 1000 Hz alors que la fréquence f; sera représentée par un en-
semble de raies spectrales situées autour de kp, dont les deux plus importantes

sont en f = f, + Af/2 = 1500 + 45.5 Hz ;

d) L’observation des spectres obtenus avec les fenétres rectangulaire et de Hann
montre que dans le cas de cet exemple ou les signaux n’ont pas des amplitudes
tres différentes, le fenétrage n’apporte rien d’intéressant.
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X(®), x[n]
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FiG. 8: Ex. Ansp 4
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4 CORRELATION

4 Corrélation

Corr 0
“+o0
rey(m) = > z(n)y(n+m)
n=—oo
| n [--]3[2[1J0]1]2]3[d4][5]6[7[8][9]10[11]12] |
x(n) 0 ofojlojojoloflojolr|2(3(4j0]0107]0O0 0
y(n) 0 oOojojo|lofloOoO]jJO|lOl0O]lOlO]|413|2|01]01]0O0 0
Tay(N) 0 0016242520104 |1|0|0O|O]O] O] O]O 0
4 e) -
o)
St o -
x
o)
000 -0 -0 0--0-0 -0 -0-0-0 -0 0 -0 O -
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4 ¢ .
o
St o .
o)
b 00 -0 -0--0--0 0-0 -0 -0-0-0 -0 00—
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
30
o O
T 20F ¢}
< o
T o10F o
o)
0d Q 0 [©) [0} Q @ Q () | | | Q D Q D Q D
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n, m

F1G. 9: Exercice Corr 0

Corr 1 Les fonctions x(t), z(t + At), x(t + 2At), et 74, (7) sont esquissées ci-aprés avec
une amplitude A =1 et At = 1.

On voit ainsi que

+00
Tee(T) = /_ x(t)x(t + 7)dt
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l, |
\';; 0
-1k L L L | | ! | —
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t/At
1F Tom o ] =
- 1 1
= 1 1
| .
X ! .
-1k ! I F————t L L L L I =
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t/At
1F T 3
= ! !
g e e e e e o2 1 |
& 0 1 1
X 1
-1k ! | L L L L L I =
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t/At
2, .
g 1r .
>
X 0
-1t I I I L ! L L =
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

T/At

Fi1G. 10: Exercice Corr 1

prend les valeurs particuliéres suivantes

400 +At
T2z (0) = / 2% (t) dt = / A?dt = 2A%At
—00 —At
0

Toz(+AL) = /_At(—A) (+A)dt = —A2At

Pour un décalage 7 égal a 2At, on voit que le produit z(t) (¢t + At) est nul et on a donc

T2z (+2At) = 0

Comme la fonction d’autocorrélation est paire, on a bien évidemment
Tow(—AL) = rop(FAL), 120 (—2A8) = rp(+2A0)

La liaison entre ces points particuliers se fait par segments de droite car I'intégration d’une
constante donne une droite.

Corr 2 Les trois signaux ainsi que leur fonction d’autocorrélation respective sont présentés
dans la figure ci-aprés. On notera, en pointillé, la position des signaux avancés de +At/2.

Calcul des trois fonctions d’autocorrélation Avant de plonger dans les calculs, il est
important de s’arréter un instant sur les graphes des fonctions z(t) et leur version décalée
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xk(t) rxx,k(T)
1 - 1
) ) /\
0 0 ;
-1 0 1 2 3 4 5 -3 -2 -1 0 1 2 3
1 - 1
05 05
O :l - O
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
1
0.5
0
-3 -2 -1 0 1 2 3
T/IAt

Fi1G. 11: Exercice Corr 2

x(t+7) ainsi que sur leur produit ; les limites des intégrales a calculer apparaitront alors de
maniére évidente. De plus, comme la fonction d’autocorrélation est paire, on se contentera

de calculer sa valeur pour 7 > 0.

1. Pour l'exponentielle, afin de simplifier 1’écriture, on pose a

x(t) = Aexp(—t/m) - €(t) = Aexp(—at) - €(t)

Tox(T)

+o0o
/ o(t) a(t +7) dt

—00

A? /0+OO exp(—a t) . exp(—a(t + 7')

+oo

A? - exp(—aT) / exp(—2at)dt
0

exp(—2at)

—2a

e e}

A? - exp(—aT) -

2
A— exp(—aT),

>0
2a =

Tenant compte de la parité de r,,(7), il vient

Toa(T) =

2

o eXp(_a ’T‘)a

—00 <7< 400
2a

22
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4 CORRELATION

2. Pour I'impulsion rectangulaire, on a

rutr) = [ et 47 dt

_+At/2—7'
= / A-Adt
—At/2
= A}(At—7), 0<7T<At

Tenant compte de la parité de r,,(7), il vient

0 sinon

2 Sl i —At<T<
T‘mm(T):{AAt<l At) si At <71 <AL

3. L’observation de I'impulsion triangulaire et de sa version décalée montre que le pro-
duit non nul se situe entre —At et +At — 7 et que dans ce domaine, apparaissent
quatre segments de droite définissant z(t) et (¢ + 7). Contentons-nous donc de cal-
culer un point de la fac, celui pour 7 = +At/2, comme représenté sur la figure. On
a alors quatre segments de droites de pentes £ A/At décrites par

A 3
o+ <t+§At>

A 1
do +Kt <t+§At>

A 1
A
dy : — (t= A1)

Dans ce cas, la fonction d’autocorrélation pour 7 = +At/2 vaut

—At)2

Txy(—i-At/Q) = /At dl . d2 -dt +

0
+/ do - d3-dt +
~At)2

A2
+/ ds - dy - dt
0

Le calcul avec Matlab donne ry, (+At/2) ~ 0.48.

Corr 3 Avant de se lancer dans les calculs de r,;(7), il faut se donner les équations de

x(t) et h(t) :
1 si 0<t<1
a;(t):{

0 sinon

t 0<t<?2
h<t>={
0 sinon
donc
t i 0<t<2—
h(t—l—T):{ TS Ustsemy
0 sinon
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4 CORRELATION

Le calcul de quelques valeurs particuliéres donne

1 21
t 1
rh(O):/ 1-tdt = —| ==
‘ 0 20, 2
1 t+1)2| 1 3
rh(l):/l'(t—kl)dt: _o 1.3
* 0 2 | 2 2
r:ch(TZZ):O
Tmh(Tﬁ—l):O
17 T
Zosf .
0
-3 -2 -1 0 1 2 3
27 T
151 .
g 1r ]
0.5 o
0 T Y
-3 -2 -1 3
27 T
151 a
0.5 o
0 I 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

tout

F1G. 12: Exercice Corr 3
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