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1 SIGNAUX PÉRIODIQUES1 Signaux périodiquesVoir également les 
orrigés manus
rits annexés.SF 4 Le premier signal est une SIR d'amplitude A = 10V, de période T = 10mse
, delargeur ∆t = 2mse
 et dé
alé de td = −∆t/2 = −1mse
. Son spe
tre vaut don

X1(jk) = X0(jk) exp(+j2πkf0 td) ave
 X0(jk) = A

∆t

T

sin(kπf0∆t)

(kπf0∆t)

|X1(jk)| = A
∆t

T

∣

∣

∣

∣

sin(kπf0∆t)

(kπf0∆t)

∣

∣

∣

∣

= 2V ∣

∣

∣

∣

sin(kπ/5

(kπ/5)

∣

∣

∣

∣

∠X1(jk) = (0 ou ± π) + 2πkf0 td = (0 ou ± π) − kπ/5Le deuxième signal est une SIR abaissée de 3 V, d'amplitude A = 9V, de période T =
10mse
, de largeur ∆t = 5mse
 et dé
alé de td = −∆t/2 = −2.5mse
. Pour k 6= 0, sonspe
tre vaut don


|X2(jk)| = A
∆t

T

∣

∣

∣

∣

sin(kπf0∆t)

(kπf0∆t)

∣

∣

∣

∣

= 4.5V ∣

∣

∣

∣

sin(kπ/2

(kπ/2)

∣

∣

∣

∣

∠X2(jk) = (0 ou ± π) + 2πkf0 td = (0 ou ± π) − kπ/2Comme on a soustrait une tension 
ontinue de 3 V à la SIR, la 
omposante DC vaut
X2(0) = 4.5 − 3 = 1.5VLes spe
tres sont présentés dans la �gure 1.SF 7 Puisque X(jk) = 0 pour |k| > 1, on en déduit que le signal x(t) est 
onstitué d'une
omposante DC et de la fondamentale. Celle-
i est obligatoirement une sinusoïde 
ar lesignal est impair. On a don


x(t) = A0 + A1 sin (2πf0t) ave
 f0 =
1

T
=

1

2mse
 = 500HzComme sa puissan
e vaut 1, on doit avoir
P = A2

0 +
1

2
A2

1 = 1Parmi l'in�nité de solutions, on peut en 
hoisir deux
P = 0 +

1

2
A2

1 = 1 ⇒







A0 = 0

A1 =
√

2

P = A2
0 +

1

2
A2

1 =
1

2
+

1

2
= 1 ⇒







A0 = 1/
√

2

A1 = 13



1 SIGNAUX PÉRIODIQUES
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1 SIGNAUX PÉRIODIQUES
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Fig. 2: Ex SF 10SF 101. Le spe
tre de 
e signal impair est purement imaginaire.2. On observe que x(t) est la di�éren
es de deux SIR x0(t) dé
alées de ±∆/2 ; on adon
 x(t) = x0(t− ∆t
2

)−x0(t+ ∆t
2

). En utilisant le théorème du dé
alage, on obtient
X(jk) = X0(jk) · exp(

−j2kπf0

∆t

2

)

− X0(jk) · exp(

+j2kπf0

∆t

2

)

= X0(jk) ·
[exp(

−j2kπf0

∆t

2

)

− exp(

+j2kπf0

∆t

2

)]

= X0(jk) · (−2j) sin(

2kπf0

∆t

2

)

= X0(jk) · (−2j) sin (kπf0∆t)Comme
X0(jk) = A

∆t

T

sin (kπf0∆t)

(kπf0∆t)il vient
X(jk) = −j 2A

∆t

T

(sin (kπf0∆t))2

(kπf0∆t)Le module et la phase du spe
tre valent don

|X(jk)| = 2A

∆t

T

∣

∣

∣

∣

∣

(sin (kπf0∆t))2

(kπf0∆t)

∣

∣

∣

∣

∣

∠X(jk) =







−π/2 si k > 0
0 si k = 0

+π/2 si k < 05



1 SIGNAUX PÉRIODIQUES3. La puissan
e de 
e signal vaut
P =

1

T

∫ +T/2

−T/2

x2(t) dt =
1

T

∫ +∆t

−∆t
A2 dt = 2A2 ∆t

T4. Comme le spe
tre est purement imaginaire, on tra
e simplement sa partie imaginaire(�gure 2).SF25 Comme le signal sinusoïdal passe au travers d'un �ltre linéaire, le signal de sortieest une sinusoïde non déformée. Son TDH est don
 nul.SF26 On 
onstate que, pratiquement, les 
omposantes spe
trales non nulles sont 
ellesd'ordre impair. On peut ainsi négliger les 
omposantes paires. On a don

TDH =

√

∑

k>1 A2
k

A1

= 1.6%

Xeff =

√

A2
0 +

1

2

∑

k≥1

A2
k = 4.57Veff
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Px1 = 1 + 1/2 (41 + 13 + 2) = 29  [V2]

Px2 = 1 + 1/2 (9+4) = 14.5  [V2]

Px3 = 25 + 1/2 (100+20) = 85  [V2]





0.4

P = A2 ∆t/T = 0.8 [V2]
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2 SIGNAUX NON PÉRIODIQUES2 Signaux non périodiquesVoir également les 
orrigés manus
rits annexés.TF 6
1.

fréquen
e temps1 la partie réelle de X(jf) est nulle le signal x(t) est impair2 la partie imaginaire de X(jf) est nulle le signal x(t) est pair3 il existe un dé
alage t0 tel que en dé
alant x(t) de t0,
exp(j2πft0)X(jf) est réel on obtient un signal pair4 il existe un dé
alage t0 tel que en dé
alant x(t) de t0,

exp(j2πft0)X(jf) est imaginaire on obtient un signal impair5 X(jf) est 
ontinu le signal x(t) est non périodique2. Signaux a b 
 d e fPropriétés 2, 4 3, 5 4 1, 5 2, 5 1, 5
t0 ±0.5 −2 −0.53. Un signal périodique 
onstitué de deux triangles di�érents.TF 71. On sait que le spe
tre d'un signal triangulaire 
entré x0(t) est un sinus 
ardinalà la puissan
e 2 ; son spe
tre de phase est don
 nul. Comme le signal proposé est
onstitué de deux triangles, son spe
tre de phase ne dépend que du dé
alage parrapport à l'origine td = −1mse
. On a don


∠X(jf) = ∠X0(jf) + 2πf td = 0 − 2π10−3 · f [rad]2. On a vu que
X(f = 0) =

∫ +∞

−∞
x(t) dt = 1 · 2mse
 = 2 · 10−3 [se
]3. De même

∫ +∞

−∞
X(jf) df = x(t = 0) = 1 [V]4. Grâ
e au théorème de Parseval, on sait que

W =

∫ +∞

−∞
|X(jf)|2 df =

∫ +∞

−∞
x2(t) dt7



2 SIGNAUX NON PÉRIODIQUESave

W =

∫ +∞

−∞
x2(t) dt = 4

∫ t=0.001

0

(

1

1mse
 t

)2

dt

= 4 · 106 t3

3

∣

∣

∣

∣

0.001

0

=
4

3
10−3 [V2 se
]

8





















Energie = W = ∫ |U(jf )|2 df = 2 · 1 · (f2 - f1) = 200 [V/Hz]2 · Hz = 200 [V2 · sec]















3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE3 Analyse spe
trale numériqueTFD 01. Voir 
orre
tion au tableau.2. Considérant la suite x[n] = {0, 2, 4, 0}, on 
ommen
e par 
al
uler son spe
tre dis
ret(sa TFD) en e�e
tuant la somme sur n

XD[jk] =

N−1
∑

n=0

x[n] exp(−j2πkn/N)

=

3
∑

n=0

x[n] exp(−j2πkn/4)

= 2 exp(−j2πk · 1/4) + 4 exp(−j2πk · 2/4)
= 2 exp(−jk π/2) + 4 exp(−jk π)puis on 
al
ule les 
omposantes spe
trales pour k = 0, 1, 2, 3

XD[j0] = 2 + 4 = +6

XD[j1] = 2 exp(−j π/2) + 4 exp(−j π) = −4 − 2j

XD[j2] = 2 exp(−j π) + 4 exp(−j 2π) = −2 + 4 = +2

XD[j3] = 2 exp(−j 3π/2) + 4 exp(−j 3π) = −4 + 2jComme le spe
tre dis
ret est relié aux séries de Fourier par
XSF [jk] =

1

N
XD[jk]3. À 
es 
omposantes spe
trales de la TFD 
orrespondent les 
omposantes bilatéralesde la série de Fourier

XSF [jk] =
1

N
XD[jk], k = 0, · · · , N − 1 = 3et unilatérales Ak :

k = 0 A0 = XSF [0]

k = 1, · · · , N/2 − 1 Ak = 2 |XSF [jk]| αk = ∠XSF [jk]

k = N/2 AN/2 = |XSF [jN/2]| αN/2 = ∠XSF [jN/2]On obtient ainsi
k 0 1 2 3

XSF [jk] 1.50 −1 − 0.5j 0.5 −1 + 0.5j
Ak∠αk 1.50 2.236∠ − 2.68 0.5∠0.00On peut alors 
al
uler le signal temporel x(t) au sens de Fourier
x(t) = A0 + A1 cos (2π f0t + α1) + A2 cos (4π f0t + α2) + · · ·Ce qui donne

x(t) = 1.5 + 2.236 cos (2π f0t − 2.68) + 0.5 cos (4π f0t)Dans Matlab, les 
al
uls 
i-dessus se résumsent aux lignes de 
odes présentées dansla �gure TFD0.
9



3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE% signal x[n℄ et sa TFD Xd[jk℄xn = [0,2,4,0℄ ;N = length(xn) ;Xdjk = fft(xn) ;nn = 0 :N-1 ; fk = 0 :N-1 ;% spe
tre unilatéralNdemi = round(N/2) ;Xjku = Xdjk(1 :Ndemi+1) / N ;Ak = 2*abs(Xjku) ;Ak(1) = Xjku(1) ; % 
omposante DCAk(Ndemi) = Xjku(Ndemi) ; % 
omposante de Nyquistak = angle(Xjku) ;% paramètres temporelsTe = 1 ; duree = 4*Te ;Npts = 1000 ; tmin = -1 ; tmax = duree ;dt = (tmax - tmin)/Npts ;tt = tmin :dt :tmax-dt ;% signal temporel périodiquef0 = 1/duree ;xt = Ak(1)*ones(size(tt)) ;for k = 2 : Ndemi+1xt = xt + Ak(k)*
os(k*2*pi*f0*tt + ak(k)) ;end ;
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUETFD 1 :k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
XD[jk] 4 2+j 3+2j j 2 �j 3�2j 2�j 4 2+j 3+2j
|XD[jk]| 4 √

5
√

13 1 2 1 √
13

√
5 4 √

5
√

13

∠XD[jk] 0 0.464 0.588 1.571 0 �1.571 �0.588 -0.464 0 0.464 0.588
f [kHz] 0 0.125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.875 1.000 1.125 1.2501. Le tableau 
i-dessus donne les résultats XD[jk] provenant d'une FFT.2. Le signal temporel xN [n] est don
 dis
ret et périodique.3. Utilisant une des propriétés de la TF, on a

xN [n = 0] =
1

N
xD[0] =

1

N

∑

XD[jk]

=
1

8
(4 + (2 + j) + (3 + 2j) + (j) + (2) + (−j) + (3 − 2j) + (2 − j))

=
1

8
16 = 24. Sa
hant que xN [n] = 1

N xD[n], il vient
xN [n] =

1

8

7
∑

k=0

XD[jk] exp (+j2πn k/8)TFD 2 :1. Graphe : �gure Ex TFD 2.2. La suite de valeurs x[n] est 
onstituée de 8 points et tmax = N Te = 8 [msec].3. Après dé
len
hement de l'a
quisition par le �an
 montant, on aura 
ertainement
x[0] = x[1] = x[2] = A et x[3] = 0. D'un point de vue purement mathématique, il estplus élégant et plus 
orre
t de 
onsidérer x[0] = A/2 = x[3].4. Le domaine spe
tral analysé s'étend de −fe/2 = −500Hz à +fe/2 = +500Hz etl'in
rément de fréquen
e vaut ∆f = fe

N = 125Hz.5. Le 
ompteur k des fréquen
es varie de 0 à N�1 = 7. On a en parti
ulier
XD[j0] =

N−1
∑

n=0

x[n] exp

(

−j2π
2 · 0
N

)

=

2
∑

n=0

x[n] = 3A = 15 [V ]11



3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE
XD[j2] =

N−1
∑

n=0

x[n] exp

(

−j2π
2n

N

)

= A + A exp

(

−j2π
2 · 1
8

)

+ A exp

(

−j2π
2 · 2
8

)

= 5 + 5 cos(π/2) − j5 sin(π/2) + 5 cos(π) − j5 sin(π)

= 5 − j 5 − 5 + j 0 = −j5 = 5∠ − π/26. La valeur spe
trale en f = 0, 
'est-à-dire XD[jk = 0], est toujours égale à la sommedes valeurs temporelles. Ce résultat est bien 
on�rmée par le 
al
ul au point 5.TFD 3 :1. Graphe : �gure Ex TFD 3a.2. Le spe
tre XD[jk] n'est pas indépendant de la longueur N = 2m de la suite puisquel'in
rément de fréquen
e vaut ∆f = fe

N = fe

2 m . On a don
 pour 0 ≤ k ≤ 2m − 1 :
XD[jk] =

+2
∑

n=−2

x[n] exp

(

−j2π
n · k
2m

)

= 1 + 2 · 1 cos(π
1 · k
m

) + 2 · 0.5 cos(π
2 · k
m

)3. Si on double le nombre d'é
hantillons, on améliore la résolution spe
trale ; 
'est-à-direque le nombre de 
omposantes spe
trales 
al
ulées entre 0 · · · fe est doublé (�gure ExTFD 3b, 
 et d).TFD 4 :1. Graphe : �gure Ex TFD 4.2. La dé
omposition en série de Fourier (spe
tre bilatéral) donne
XSF [jk] =







A1/2 = 0.5 si k = ±1
A2/2 = 0.5 si k = ±2

0 sinonEn portant 
es résultats dans le tableau de l'énon
é où la fréquen
e est 
entrée surl'origine (spe
tre bilatéral), on obtient le tableau de la �gure Ex TFD4. On voit ainsique le résultat fourni par la FFT 
orrespond à la relation suivante
XD[jk] = N XSF [jk]3. Cette fois-
i, le nombre de points est N = 32 et la dé�nition spe
trale vaut

∆f =
fe

N
=

8 kHz

32
= 0.25 [kHz]Comme les raies spe
trales se situent en f0 = 1 kHz et 2f0 = 2 kHz, on voit quellesseront séparées par des valeurs nulles et que leur amplitude vaudra

XD[jk] = N XSF [jk] = 32 · 0.5 = 16En limitant le tableau aux raies spe
trales 
omprises entre 0 et fe/2, on a :13



3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 � 15

f [kHz] 0 0.25 0.50 0.75 1.0 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 �3.75
XD[jk] 0 0 0 0 16 0 0 0 16 0 0TFD 5 : On é
hantillonne une exponentielle dé
roissante où A = 5 [V ], τ = 5 [msec]ave
 une période d'é
hantillonnage Te = 1 [msec].1. Le tableau des transformées de Fourier donne :

x(t) = A exp(−t/τ) ǫ(t) ⇔ X(jf) = A
τ

1 + j2πfτ2. Considérant les instants t = n Te, on a :
x[n] = x(n Te) = A · exp (−n Te/τ) = A · exp (−Te/τ)n = A · rn

x[n] = A · rn est don
 une suite géométrique de raison r = exp(−Te/τ) = 0.819.3. La TF Xe(jf) de la suite in�niment longue x[n] vaut
Xe(jf) = Te

+∞
∑

−∞

x[n] exp(−j2πfnTe)

= Te

+∞
∑

n=0

Arn exp(−j2πfTe)
n

= Te

+∞
∑

n=0

A (r exp(−j2πfTe))
n

= ATe
1

1 − r exp(−j2πfTe)4. Lorsque la suite x[n] est tronquée, la somme 
i-dessus ne porte que sur les N valeursprises en 
ompte :
Xe,N (jf) = Te

N−1
∑

n=0

A (r exp(−j2πfTe))
n

= ATe
1 − (r exp(−j2πfTe))

N

1 − r exp(−j2πfTe)5. L'axe des fréquen
es 
ompris entre 0 et fe est dis
rétisé en N valeurs. On a don
 :
∆f =

fe

N
f = k ∆f f Te =

k

Net
XD[jk] ≡ 1

Te
Xe,N (jf)|f=k∆f = A

1 − (r exp(−j2π k/N))N

1 − r exp(−j2π k/N)15



3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUEk �4 �3 �2 �1 0 +1 +2 +3
XSF [jk] 0 0 0.5 0.5 0 0.5 0.5 0
XD[jk] 0 0 4 4 0 4 4 0
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3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE6. Pour f = 0, les 4 spe
tres 
i-dessus valent don
 :
X(jf)|f=0 = Aτ = 25 · 10−3 [V sec]

Xe(jf)|f=0 = ATe
1

1 − r
= 5 · 10−3 1

1 − 0.819
= 27.56 · 10−3 [V sec]

Xe,N (jf)|f=0
= ATe

1 − rN

1 − r
= 5 · 10−3 1 − 0.81916

1 − 0.819
= 26.44 · 10−3 [V sec]

XD(jk)|k=0 = A
1 − rN

1 − r
= 5

1 − 0.81916

1 − 0.819
= 26.44 [V ]AnSp 1 :

N Te tmax ∆f fe40 0.5 ms 20 ms 50 Hz 2 kHz20 1 ms 20 ms 50 Hz 1 kHz50 0.2 ms 10 mse
 100 Hz 5 kHz100 1 ms 100 ms 10 Hz 1 kHz50 1 ms 50 ms 20 Hz 1 kHz500 2 ms 1 s 1 Hz 500 Hz30 1 ms 30 ms 33.3 Hz 1 kHz25 0.2 ms 5 ms 200 Hz 5 kHzAnSp 2 : La fenêtre re
tangulaire doit être utilisée pour tous les signaux qui n'appa-raissent qu'une fois (signaux non permanents, réponses indi
ielles, impulsionnelles) : si-gnaux 2, 3, 5, 6, 7.Les fenêtres en 
osinus sont utilisées pour l'analyse de signaux périodiques ou de bruitspermanents. Dans 
e 
as, il est souhaitable d'avoir su�samment de périodes pendant ladurée de l'enregistrement : signaux 1, 4, 8.AnSp 3 :1. Le signal enregistré est périodique et 
omporte exa
tement deux périodes. On 
hoisiradon
 une fenêtre re
tangulaire.2. N = 20, tmax = 20ms, fe = 1 kHz, ∆f = 50Hz3. Les raies spe
trales réelles (
elles du signal analogique x(t)) sont au nombre de trois :
A0 = 3, A1 = 4 ∠0, A2 = 2 ∠− π/2. Comme on a enregistré 20 valeurs temporelles,il y aura 20 valeurs spe
trales dont seules l'amplitude et la phase des 10 premièresseront intéressantes.4. Amplitudes et phases du spe
tre bilatéral :

k -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
f = k∆f -500 -450 -400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50
|X[jk]| 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0
∠X[jk] 0 0 0 0 0 0 +π/2 0 0 017



3 ANALYSE SPECTRALE NUMÉRIQUE
k 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9

f = k∆f 0 +50 +100 +150 +200 +250 +300 +350 +400 +450
|X[jk]| 3 0 2 0 1 0 0 0 0 0
∠X[jk] 0 0 0 0 −π/2 0 0 0 0 05. Si l'on é
hantillonne six périodes au lieu de deux, la durée et la dé�nition spe
tralevalent tmax = 6/f0 = 60ms, ∆f = 1/60ms = 16.67Hz. Comme les 
omposantesspe
trales non nulles sont situées en 0, 100Hz, 200Hz et que le 
ompteur des fré-quen
es vaut k = f/∆f , on voit que les 
omposantes non nulles se situeront en

k = 0, 6, 12.AnSp 41. Le signal
x(t) = 1 + 5 sin (2πfa t) + 2 sin (2πfb t) , fa = 1 [kHz], fb = 1.5 [kHz]
omporte deux 
omposantes spe
trales fa = 2f0, fb = 3f0 multiples de f0 = 500 [Hz].Sa période vaut don
 T0 = 1/f0 = 2ms alors que les périodes Ta et Tb valentrespe
tivement 1 [ms℄ et 0.667 [ms℄. Son spe
tre unilatéral de x(t) s'é
rit

A0 = 1, A1 = 0, α1 = 0, A2 = 5, α2 = −π/2, A3 = 2, α3 = −π/2Les valeurs e�
a
es DC et AC valent respe
tivement
Xdc = A0 = 1, Xac =

√

∑

k 6=1 A2
k

2
=

√

52 + 22

2
=

√
14.52. Sa
hant que Te = 125 [µs] et T = 10 [ms] (voir �gure 8a),a) on a fmax = fe = 1/Te = 8 kHz, ∆f = 1/T = 100Hz ;b) 
omme le nombre de périodes de x(t) est un entier (T/T0 = 10/2 = 5), il n'estpas né
essaire d'utiliser une fenêtre d'observation ;
) 
omme fa = 1 kHz, fb = 1.5 kHz et ∆f = 100Hz, on voit que 
es 
omposantesspe
trales se situeront en k = ka = fa/∆f = 10 et en k = kb = fb/∆f = 15.3. Dans 
e 
as, T = 11 [ms] (voir �gure 8b) ,a) on aura don
 fmax = fe = 1/Te = 8 kHz, ∆f = 1/T = 91Hz ;b) 
omme le nombre de périodes du signal x(t) n'est pas un entier (T/T0 = 11/2 =

5.5), il faut envisager l'utilisation d'une fenêtre d'observation autre que re
tan-gulaire ;
) 
omme fa = 1 kHz, fb = 1.5 kHz et ∆f = 1000/11Hz, on voit que 
es 
ompo-santes spe
trales se situeront en ka = fa/∆f = 11 et en kb = fb/∆f = 16.5.Ainsi, la fréquen
e fa sera représentée par une seule raie spe
trale située en
f = ka∆f = fa = 1000Hz alors que la fréquen
e fb sera représentée par un en-semble de raies spe
trales situées autour de kb, dont les deux plus importantessont en f = fb ± ∆f/2 = 1500 ± 45.5Hz ;d) L'observation des spe
tres obtenus ave
 les fenêtres re
tangulaire et de Hannmontre que dans le 
as de 
et exemple où les signaux n'ont pas des amplitudestrès di�érentes, le fenêtrage n'apporte rien d'intéressant.18
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4 CORRÉLATION4 CorrélationCorr 0
rxy(m) =

+∞
∑

n=−∞

x(n) y(n + m)

n · · · -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 · · ·
x(n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0
y(n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 3 2 0 0 0 0

rxy(n) 0 0 0 16 24 25 20 10 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0

2

4

x(
n)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0

2

4

y(
n)

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

10

20

30

n, m

r xy
(m

)

Fig. 9: Exer
i
e Corr 0Corr 1 Les fon
tions x(t), x(t + ∆t), x(t + 2∆t), et rxy(τ) sont esquissées 
i-après ave
une amplitude A = 1 et ∆t = 1.On voit ainsi que
rxx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t + τ) dt20



4 CORRÉLATION
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τ / ∆ tFig. 10: Exer
i
e Corr 1prend les valeurs parti
ulières suivantes
rxx(0) =

∫ +∞

−∞
x2(t) dt =

∫ +∆t

−∆t
A2 dt = 2A2∆t

rxx(+∆t) =

∫ 0

−∆t
(−A) · (+A) dt = −A2∆tPour un dé
alage τ égal à 2∆t, on voit que le produit x(t)x(t + ∆t) est nul et on a don


rxx(+2∆t) = 0Comme la fon
tion d'auto
orrélation est paire, on a bien évidemment
rxx(−∆t) = rxx(+∆t), rxx(−2∆t) = rxx(+2∆t)La liaison entre 
es points parti
uliers se fait par segments de droite 
ar l'intégration d'une
onstante donne une droite.Corr 2 Les trois signaux ainsi que leur fon
tion d'auto
orrélation respe
tive sont présentésdans la �gure 
i-après. On notera, en pointillé, la position des signaux avan
és de +∆t/2.Cal
ul des trois fon
tions d'auto
orrélation Avant de plonger dans les 
al
uls, il estimportant de s'arrêter un instant sur les graphes des fon
tions x(t) et leur version dé
alée21



4 CORRÉLATION
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i
e Corr 2
x(t+τ) ainsi que sur leur produit ; les limites des intégrales à 
al
uler apparaîtront alors demanière évidente. De plus, 
omme la fon
tion d'auto
orrélation est paire, on se 
ontenterade 
al
uler sa valeur pour τ ≥ 0.1. Pour l'exponentielle, a�n de simpli�er l'é
riture, on pose a ≡ 1/τ1 ; 
e qui donne

x(t) = A exp(−t/τ1) · ǫ(t) ≡ A exp(−a t) · ǫ(t)

rxx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t + τ) dt

= A2

∫ +∞

0

exp(−a t) · exp(−a(t + τ)) dt

= A2 · exp(−a τ)

∫ +∞

0

exp(−2a t) dt

= A2 · exp(−a τ) · exp(−2a t)

−2a

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
A2

2a
exp(−a τ), τ ≥ 0Tenant 
ompte de la parité de rxx(τ), il vient

rxx(τ) =
A2

2a
exp(−a |τ |), −∞ < τ < +∞22



4 CORRÉLATION2. Pour l'impulsion re
tangulaire, on a
rxx(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t + τ) dt

=

∫ +∆t/2−τ

−∆t/2

A · Adt

= A2(∆t − τ), 0 ≤ τ ≤ ∆tTenant 
ompte de la parité de rxx(τ), il vient
rxx(τ) =

{

A2∆t
(

1 − |τ |
∆t

) si −∆t ≤ τ ≤ +∆t

0 sinon3. L'observation de l'impulsion triangulaire et de sa version dé
alée montre que le pro-duit non nul se situe entre −∆t et +∆t − τ et que dans 
e domaine, apparaissentquatre segments de droite dé�nissant x(t) et x(t + τ). Contentons-nous don
 de 
al-
uler un point de la fa
, 
elui pour τ = +∆t/2, 
omme représenté sur la �gure. Ona alors quatre segments de droites de pentes ±A/∆t dé
rites par
d1 : +

A

∆t

(

t +
3

2
∆t

)

d2 : +
A

∆t

(

t +
1

2
∆t

)

d3 : − A

∆t

(

t − 1

2
∆t

)

d4 : − A

∆t
(t − ∆t)Dans 
e 
as, la fon
tion d'auto
orrélation pour τ = +∆t/2 vaut

rxy(+∆t/2) =

∫ −∆t/2

−∆t
d1 · d2 · dt +

+

∫ 0

−∆t/2

d2 · d3 · dt +

+

∫ +∆t/2

0

d3 · d4 · dtLe 
al
ul ave
 Matlab donne rxy(+∆t/2) ≃ 0.48.Corr 3 Avant de se lan
er dans les 
al
uls de rxh(τ), il faut se donner les équations de
x(t) et h(t) :

x(t) =

{

1 si 0 ≤ t ≤ 1

0 sinon
h(t) =

{

t si 0 ≤ t ≤ 2

0 sinondon

h(t + τ) =

{

t + τ si 0 ≤ t ≤ 2 − τ

0 sinon23



4 CORRÉLATIONLe 
al
ul de quelques valeurs parti
ulières donne
rxh(0) =

∫ 1

0

1 · t dt =
t2

2

∣

∣

∣

∣

1
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2
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Fig. 12: Exer
i
e Corr 3
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