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Objectifs A V'issue de ce cours, ’étudiant sera en mesure de :

1.
2.

Maitriser les séries de Fourier : représentations spectrales et calcul de la puissance.

Analyser et mettre en pratique les relations temps-fréquence dans le cadre de I'analyse
spectrale.

Décrire différents types de signaux et expliquer leurs fonctions de corrélation ainsi que leurs
densités spectrales de puissance.

4. Evaluer les effets de 1’échantillonnage et de la quantification.

5. Evaluer et calculer le comportement d’un systéme numérique dans les domaines temporel et

fréquentiel..
A Dissue des quatre séances de travaux pratiques en laboratoire, I'étudiant sera en outre capable
de :

1. Maitriser un outil de programmation tel que Matlab.

2. Synthétiser et analyser des signaux.

3. Visualiser, décrire et analyser le spectre d’un signal quelconque.

4. Programmer un filtre numérique et illustrer son comportement.

5. Ecrire “en ligne” un rapport succint mais complet de son travail.

Remarques

1. Le temps accordé pour les exposés et exercices du cours TdS est de 46 périodes réparties
sur cinq semaines. Il est bien clair que le programme proposé ci-aprés constitue une ligne
directrice et que le rythme du cours peut étre légerement modifié selon les circonstances.

2. Dans la mesure du possible, les cours et exercices sont donnés en alternance durant deux
périodes.

3. Les corrigés d’exercices sont donnés dans un fascicule & part. Afin d’apprendre & résoudre
les exercices proposés de maniere personnelle et indépendante, celui-ci ne devrait pas étre
consulté pendant les séances d’exercices.

4. Les tests écrits sont constitués de problemes similaires & ceux proposés comme exercices. Le
seul document autorisé pour les TE est le formulaire TdS remis en annexe du polycopié.

5. L’examen de fin d’unité TdS se fera sous forme écrite et durera deux heures.



Projet de programme & raison de 30hCM, 12h'TD, 4hTE et 16hTP

Sem \ Dates \ Cours \ Sujets \ NH H >CM \ YTDE
1 31 oct CM Séries de Fourier 2 2
CM Séries de Fourier 2 4
CM Transformation de Fourier 2 6
TD 3 3
2 7 nov CM Analyse spectrale 2 8
CM Analyse spectrale 2 10
CM Signaux et corrélation 2 12
TD 3 6
TP1 Syntheése et analyse des SP 4
3 14 nov CM Signaux et corrélation 2 14
CM Echantillonnage 2 16
CM Echantillonnage 2 18
TD 3 9
TE1 2 11
TP2 Numérisation des signauz 4
4 5 déc CM Signaux numériques 2 20
CM Signaux numériques 2 22
CM Réponses temporelles 2 24
TD 3 14
TPS3 Réalisation de filtres numériques | 4
5 12 déc CM Réponses fréquentielles 2 26
CM Filtres numériques 2 28
CM TD 2 30
TE2 2 16
TP/ Phonocardiogramme 4
‘ ‘ Examen ‘ ‘ 4 H ‘
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Premiére partie .

Etude des signaux analogiques






1. Analyse des signaux périodiques

1.1. Introduction

L’analyse harmonique ou fréquentielle est I'instrument majeur de la théorie des
signaux. Le développement en séries de Fourier et, plus généralement, la transfor-
mation de Fourier permettent d’obtenir une représentation spectrale des signaux
déterministes. Celle-ci exprime la répartition de I'amplitude, de la phase, de ’éner-
gie ou de la puissance des signaux considérés en fonction de la fréquence.

Les calculs et mises en forme des résultats & venir sont grandement facilites si I'on
maitrise et sait utiliser les relations suivantes :

Acos(g) + Bsin(ip) = VA 1 B cos (cp + ate (%)) (1.1)

I 1
T / (sin(2m ft + «) = — / sin(p =3 (1.2)
to

. 2cos(p) = eI +e I
e’? =cos(p) +jsin(p) < (1.3)
2jsin(p) = eI —e ¥

1.2. Deux représentations pour un seul signal

Le temps et la fréquence sont deux bases servant a la description des signaux. Ce
sont deux points de vue différents d’'une méme réalité ; ils sont complémentaires. Il
est important de bien comprendre les relations qui existent entre ces deux bases;
c’est le but de ce chapitre.

Une grandeur sinusoidale est décrite par I’équation
x(t) = Acos(2m fot + ) (1.4)

Son évolution temporelle est contenue dans le mot cos ; des lors, on sait que le signal
z(t) ondule avec une forme précise fixée par la fonction cosinus. Cependant, des in-
formations supplémentaires sont données : 'amplitude A, la phase « et la fréquence
fo. Ce sont ces informations qui sont fournies par la représentation fréquentielle ou
spectrale.

Comme le temps et la fréquence sont les deux composantes de la description d’un
méme signal, une sinusoide devrait étre représentée dans un espace a trois dimen-
sions (fig. 1.1). Une telle représentation étant mal pratique, on la remplace par ses
projections sur les plans temporel et fréquentiel.
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Dans la projection sur l'axe du temps, on retrouve le dessin bien connu d’une
sinusoide, alors que la projection sur I'axe des fréquences conduit a une raie située
en f = fy et de hauteur A. Comme cette projection ne fournit que 'amplitude A,
il est nécessaire, pour la fréquence considérée, de donner également la phase . Ces
deux diagrammes portent le nom de spectres d’amplitudes et de phases.

Considérons un signal composé de deux sinusoides

x(t) = Acos(2m fot — g) + %A cos(4m fot — %) (1.5)

La figure 1.2a illustre le comportement temporel de ce signal et de ses deux compo-
santes. La figure 1.2b montre ce qui se passe alors dans I'espace des fréquences. On
notera que la somme des deux sinusoides dans 1’espace temps conduit également a
la somme des spectres d’amplitudes et de phases.

1.3. Séries de Fourier

L’élément fondamental de I’analyse de Fourier est constitué par le fait qu’un signal
périodique peut étre décomposé en une somme d’ondes sinusoidales. Une illustration
de la construction d'un signal périodique non-sinusoidal est donnée a la figure 1.3 :
le signal résultant est la somme de trois sinusoides dont la fréquence est chaque fois
un multiple de la fondamentale f;.

1.3.1. Définition de la série de Fourier

Considérons un signal périodique z(t) de période T' = 1/ f;. Son développement en
série de Fourier est alors le suivant

+ Z ar, cos(2mk fot) + Z by sin(27k fot) (1.6)

k=1 k=1

%
2

ou fo = 1/T est la fréquence fondamentale du signal, ay/2 est la valeur moyenne ou
composante continue et ay, by sont les coefficients de Fourier du développement en
cosinus et sinus.

Les coefficients de Fourier a; et by se calculent comme suit

+T/2

a = —/ ) cos(2mk fot)dt k>0 (1.7)
T/2
+T/2

by = —/ ) sin(27k fot)dt E>1 (1.8)
T/2

N.B. : Cette représentation qui sert de point de départ au développement en séries
de Fourier n’a aucun intérét en traitement du signal ; elle est remplacée par la série
en cosinus et la série complexe.



1.3. Séries de Fourier

x(t)=Acos 2rnfyt+ 0)

Domaine temporel

3

. - . \
Domaine fréquentiel

Amplitude

F1GURE 1.1.: Descriptions temporelle et fréquentielle d'une sinusoide
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1.3. Séries de Fourier

2 x,(0) 2 0.25+x, ()

IAWANAWAWA RN FAWANAWA
NYAVAYERVAVE R VAV RYAY

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

2 X,(t) 2 0.25+x, (+X,(t)

1 1
AN NN NN AN NN . /\ /\ /\

VVVVVYVVVVYVY

-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2 x3(t) 2 O.25+x1(t)+x2(t)+x3(t
1 1

Aminiwl

MV VWV VYWY

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

oFAAANANANNNNANNNNN
VVVVVVVYVVVVVVV

o

F1GURE 1.3.: Construction d'un signal périodique non-sinusoidal

1.3.2. Série de Fourier en cosinus

Prenant en compte la relation trigonométrique suivante

Acos(x) + Bsin(z) = VA2 + B2 cos (x + arctan (%)) (1.9)

on voit que le développement en série de Fourier peut également s’écrire

z(t) = Ao + i Ay cos(2mk fot + ay) (1.10)

k=1

—b
Ay = % Ay = ,/a% + bi oy, = arctan (a_k> (1.11)
k

Cette série en cosinus est extrémement importante car elle correspond a la descrip-
tion bien connue des signaux en régime sinusoidal permanent ol I’'on représente un
courant ou une tension par leur amplitude et leur phase. D’un point de vue pra-
tique, cela revient & considérer que le signal z(t) est créé de maniere équivalente
par une infinité de générateurs sinusoidaux. La représentation spectrale qui lui est
associée porte le nom de spectre unilatéral.

avec

Une illustration en est donnée a la figure 1.4. On y voit une onde périodique en dents
de scie qui peut étre reconstruite par une superposition d’ondes sinusoidales. Cette
superposition peut étre présentée dans ’espace temps ou, de maniere équivalente et
plus explicite, dans 'espace des fréquences.
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0.5 0.5

x(t) et xc(t)
o
X0
o

|
o
a1

|
o
(53]

-0.5 0 0.5 1 1.5 -0.5 0 0.5 1 15
temps temps

0.7}
0.6}
0.5}
0.4}
0.3}
0.2}
0.1} p
I RN
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
frequence [f/ fo] frequence [f/ f()]

FIGURE 1.4.: Onde en dents de scie, composantes et spectres d’amplitudes et de
phases

1.3.3. Série de Fourier complexe

Se souvenant des relations d’Euler :

1 , .
cos(z) = 5 (exp(+jz) +exp(—jz)) (1.12)
: 1 . :
sin(x) = 5 (exp(+jz) — exp(—jz)) (1.13)
on montre aisément que la série de Fourier peut étre transformée en une série de

Fourier complexe
oo

x(t) = > X(jk)exp(+j2rk fot) (1.14)
k=—o00

Les coefficients X (jk) sont alors complexes et valent

1 +T/2

X(jk) = ?/ x(t) exp(—j2mk fot)dt —00 <k <400 (1.15)
—T/2

La représentation spectrale graphique qui lui est associée porte le nom de spectre

bilatéral. Pour la suite du cours, on retiendra essentiellement cette description car

elle est analytiquement plus intéressante que la forme en cosinus.

On remarquera au passage que la formule d’Euler remplace les fonctions sinus et
cosinus par des exponentielles & exposant imaginaire appelées phaseurs. Ces pha-
seurs ne sont rien d’autres que des fonctions complexes oscillant cosinusoidalement
sur I'axe réel et sinusoidalement sur I’axe imaginaire.



1.4. Théoréme de la puissance ou de Parseval

1.3.4. Relations entre les trois représentations de Fourier

Les relations existant entre les trois représentations de Fourier sont présentées et
illustrées par le tableau et le graphe vectoriel de la figure 1.5. Ce graphe est im-
portant car il permet de voir en un coup d’oeil les relations simples liant les trois
représentations spectrales. On retiendra également la relation existant entre les co-
efficients spectraux et la valeur efficace d’'une composante spectrale

— V2 [X(jk)| (1.16)

Aper =

Sl

Remarque A ce stade, il est important de souligner que, partant d’un signal connu
zo(t), on commence par faire [‘analyse de ce signal en calculant ses coefficients
de Fourier A(k), a(k) ou X(£jk). Puis, une fois ceux-ci connus, en calculant la
somme de Fourier, on fait la synthése du signal z(t). Et, comme le verra plus
loin, dans certains cas (phénomene de Gibbs), le signal synthétique x(¢) ne sera pas
exactement égal & z¢(t).

1.4. Théoreme de la puissance ou de Parseval

Dans 'espace temps, la définition de la puissance moyenne normalisée est la suivante

+T/2
~T/2

On notera que cette définition coincide avec celle du carré de la valeur efficace du
signal z(t). La puissance normalisée ne s’exprime donc pas en [W], mais en [V?]
ou [A?] selon que le signal est une tension ou un courant électrique.

Le théoreme de Parseval montre que la puissance normalisée d'un signal peut se
calculer aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel. En
effet, comme dans 'espace des fréquences, le signal x(t)) est représenté par des
générateurs d’amplitude Ay, il s’ensuit que la puissance totale est égale a la somme
des puissances fournies par chaque générateur. On en déduit alors :

eff—ZPk = A3+Z%Ai=PdC+Pac

= X2+ Y@ IXGRI = Y KGRI
k=1

k=—o00

De ces résultats, on conclut que la puissance peut se calculer avec I'une ou 'autre
des équations (1.18) a (1.21) et que

le carré de la valeur efficace d’un signal est égal a la somme
des carrés des valeurs efficaces de chacune de ses composantes.
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| k=0 | ao/2 \ Ay \ X(0)

k>0 {ak,bk} {Ak,ak} X(:f:]k’)

a a + Ay cos(ay) +2 Re{ X (jk)}

bk bk —Ak sin(ak) —2 [m{X(jk)}

A Vag +b; Ay 2| X (Jk)|

—b Im{X(+7k
o arctan (a—:) Q. arctan (%)
X(4jk) | 5 (ar—jbr) | 3Arexp(+jou) X(+jk)
X (—jk) % (ax + jbi) %Ak exp(—jay) X (—jk)
AIm

by A €R

-by/2
X(+jk) € C
+0k Re
P
o +a/2 +ak
X(-jk)
+by/2
Ap .
Apotr = — = V2 | X(jk
betf = 75 V2 |X(jk)|

FIGURE 1.5.: Relations entre les trois représentations spectrales
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1.5. Spectres d’amplitudes et de phases

1 +T/2
P = —/ 2 (t)dt = X2, (1.18)
T J_ 7
+oo +oo
P= 3" XK= X0 +2) [X(Gk) (1.19)
k=—o00 k=1
1 oo
P:A3+§ZA2 (1.20)
k=1
P=XZ%, =X, + X2, (1.21)

A ce stade, il est intéressant de rappeler ce que valent les puissances des trois signaux
usuels que sont le carré, le sinus et le triangle & valeur moyenne nulle (P,. = 0) et
d’amplitude A :

x(t) = Asqr 27 ft) = P, = AT2 (1.22)
z(t) = Asin(2nft) = P, = %2 (1.23)
z(t) = Atri (2 ft) = P, = %2 (1.24)

1.5. Spectres d’amplitudes et de phases

1.5.1. Spectres unilatéraux et bilatéraux

La description de z(t) avec les fonctions cosinusoidales conduit aux spectres unila-
térauz d’amplitudes et de phases (Ay et ay) du signal z(t). Ici, les fréquences sont
positives ou nulles car le compteur k des harmoniques varie de 0 & +oo (figure 1.6).
La description de x(t) avec les fonctions complexes conduit aux spectres bilatéraux
d’amplitudes et de phases (| X (jk)| et ZX(jk)). Ici, les fréquences sont négatives et
positives car le compteur k varie de —oo a +00.

Dans le cas des spectres bilatéraux, on notera que les spectres d’amplitudes sont
toujours des fonctions paires car on a

X (k)] = X (k) = B2 k#0 (1.25)

alors que les spectres de phases sont toujours des fonctions impaires. On a en effet
LX(+jk) = —4X(—jk)=ag, kK#0 (1.26)
Pour le cas particulier de la composante continue du signal, on a

1X(0)| = Ay, ZX(0)=0,7

11



1. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Signaux Spectres bilatéraux Spectres unilatéraux
L 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 0.2
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
L 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 0.2 ‘
ol o..||I| |I||.. 0 ||I||
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
L 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 | | 0.2
0 O PP | | PPN O I o o .
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
temps fréquence fréquence

Signaux P X(0) X (k)

carré : 5 5 J = stk est impair, 0 sinon
dents-de-scie : 1 : +J (D —o0 < k < 400
-3 2 2km
sinus redressé : 1 2 — =2 _ -0 < k < 40
T2 T m(4k2—1)

FI1GURE 1.6.: Quelques signaux avec leurs puissance et spectres d’amplitudes uni-
et bilatéraux
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1.5. Spectres d’amplitudes et de phases

1.5.2. Coefficients spectraux et symétries des signaux

Si I'on tient compte des symétries du signal, le calcul des séries de Fourier est
simplifié. On démontre en effet aisément les propriétés suivantes :
— une fonction paire est représentée par des cosinus seulement ; on a alors :

ap=0,£7 Im{X(jk)} =0 (1.27)
— une fonction impaire est représentée par des sinus seulement ; on a alors :

ap = ig, Re{X(jk)} =0 (1.28)
— une fonction a symétrie demi-onde ne possede pas d’harmoniques pairs :

X (jk) =0, sikestpair (1.29)
Les fonctions a symétrie demi-onde sont telles qu'une rotation autour de l'abs-

cisse de l'alternance positive ou négative permet de reproduire l'autre alternance
(figure 1.7).

15

05 [ /\

-1.5 : :
0 1 2 3

FI1GURE 1.7.: Exemple d’une fonction a symétrie demi-onde

1.5.3. Exemple de représentations spectrales d’un signal

Considérant le signal
x(t) = 3+ 2cos(27 fot) — 3.464 sin(27 fot) + 2 sin(67 fot + 7/4)
on souhaite le décrire dans les représentations spectrales uni- et bi-latérales.

La simple observation de 'expression de z(t) montre que ce signal est constitué
d’une composante DC et de deux composantes AC d’ordre 1 et 3. Utilisant les
regles de trigonométrie, on obtient la forme en cosinus :

2(t) = 3+ 2cos(2nmfot) — 3.464sin(2 fot) + 2sin(67 fot + %)

—(—3.464
= 3+ V22 + 3.4642 cos (27Tf0t + arctan (w)) + 2 cos (67rf0t + % — g)

= 3+4+4cos(2m-1- fot +7/3) +2cos(2m - 3 - fot — 7/4)
= Ap+ Ajcos(27 fot + ) + Az cos(67 fol + ag)

13
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Cette expression est la forme mathématique de la représentation spectrale unilaté-
rale de laquelle on déduit immédiatement les composantes spectrales unilatérales

Aglag = 3Z£0
ALoy = 4L+ 7/3
Ay loy = 0£0
Aslag = 2/ —7/4

Appliquant les regles d’Euler a I'expression en cosinus, on obtient la forme com-
plexe :

o) = 3+ 2exp (+j(2nfot +7/3)) + 2exp (—j(2nfot +7/3)
+1exp (+j(6mfot — w/4)) + Lexp (—j(67 fot —7/4))
= 3+ 2exp(+jm/3) exp (+427 fot) + 2exp(—j7/3) exp (—j27 fot)
+1exp(—ym/4) exp (+j67 fot) + Lexp(+jm/4) exp (—jb7 fot)
—X(0) 4 X(441) exp (+72mfof) + X (1) exp (~j2nfy)
FX(4+73) exp (+767 fof) + X(j3) exp (—jor fot

Cette expression est la forme mathématique de la représentation spectrale bilatérale
de laquelle on tire immédiatement les composantes spectrales bilatérales

X(0) = 3=2320
X(£j1) = 2exp(xyn/3)=2L+7/3
X(£52) = 020
X(£73) = lexp(Fjn/4) =1L Fn/4

De la lecture de ces descriptions découle immédiatement le tracé des spectres d’am-
plitudes et de phases dans les deux représentations spectrales (figure 1.8). On notera
que, pour k # 0, les amplitudes du spectre bilatéral sont 2 fois plus petites que celles
du spectre unilatéral.

Les puissances et valeurs efficaces associées a ce signal se calculent aisément a partir
du spectre unilatéral. Afin de pouvoir préciser les unités, on admet que le signal x(t)
est une tension électrique; on a alors :

1
Pdc:Agz?)z:gvic Pac:§ZA2:

k>1

(42 +0+2%) =10V,

N —

P=Py+Pe=19V2, Xep=VP=v19=436V.

Xpo=A0=3Vse Xpe=+/P=V10=23.16V,.

14



1.5. Spectres d’amplitudes et de phases

Signal temporel

-5
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
temps
Spectres unilatéraux Spectres bilatéraux
4+t 4+
< 2 X 2 I |
0 , ol |
-2 0 2 -2 0 2
kf, kfy
1r 1r
057 0.5
0 I s ol I
I = | |
-05 -0.5
-1 -1 -
-2 0 2 -2 0 2
k f kfy

F1GURE 1.8.: Représentations spectrales d'un signal périodique
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1.6. Suite d’impulsions

1.6.1. Suite d’impulsions rectangulaires

La suite d’'impulsions rectangulaires (SIR) est un signal particulierement important
car elle apparait dans de nombreuses applications telles que ’échantillonnage, la
modulation d’impulsions, etc. Evaluons donc la série de Fourier complexe de la SIR
x(t) représentée a la figure 1.9.

b x(t)

A

T Ol at2 T
FI1GURE 1.9.: Suite d’impulsions rectangulaires

Par définition des coefficients complexes X (jk), on a

. 1 +T/2 ‘ 1
X(jk) = T o x(t) exp(—j2mk fot)dt avec fo = T

En tenant compte de la définition de la SIR

A sl —At)2 <t < +At)2
op(t) = (1.30)

0 sinon

il vient

A +At/2
X(jk) = T/A/ exp(—j27k fot)dt
—At/2

A

-1 , At , At
= Tk (GXP(—JQkaOT) - eXP(+J27Tk'f07))

Les relations d’Euler permettent de passer de la différence des exponentielles & un
sinus et d’écrire ces coefficients sous la forme
At sin(km foAt)

X(jk) = A=Y

T krfoAt (131)
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A X(k)

1.6. Suite d’impulsions

//[ 1 f=kf,

A +1/At

b IXGR)|

e
/[ ‘ f=kf,

4 LXGK)

+TT

0

-
|
|
|
|
|
|

—— —o— o - o o000 o oo

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| _|

— -Tt

f=kfy

F1GURE 1.10.: Descriptions spectrales d’une suite d’impulsions rectangulaires :

a) spectre complexe (ici purement réel car
b) spectres d’amplitudes et de phases

la SIR est paire)
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On notera que l'amplitude du spectre X (jk) est fixée par la valeur moyenne ou
composante DC (k = 0) de la SIR car la fonction sin(x)/z tend vers 1 lorsque z
tend vers 0. De plus, et comme on pouvait s’y attendre, les coefficients de Fourier
sont purement réels puisque le signal est pair. Leur enveloppe (figure 1.10a) est une
fonction en sin(z)/z qui porte le nom de sinus cardinal défini comme suit

sine(x) = Smgx) (1.32)

Le spectre d’une SIR s’écrit donc sous une des deux formes suivantes

, At sin(km foAt) At .
X — A= IO A= A 1.
(Jk) ko fo Nt sinc(k foAt) (1.33)

On remarquera que plus les impulsions sont étroites par rapport a la période T', plus
le spectre s’étale. En effet, le premier passage par zéro se fait a la fréquence 1/At.
Par contre, la distance entre raies spectrales ne change pas puisqu’elle est égale a
I'inverse de la période de la SIR fy =1/T.

Il est fréquent que le spectre d’un signal soit complexe. Dans ce cas, sa représen-
tation dans un plan ne peut se faire qu’au travers du tragage distinct des spectres
d’amplitudes et de phases (figure 1.10Db).

On peut relever au passage que la puissance totale d'une SIR vaut

1 +T/2 At
P:—/ 22(t)dt = A2 = 1.34
7 | 20 -~ (1.34)

et que le premier lobe du spectre d'une SIR en contient environ le 90%.

1.6.2. Suite d’impulsions triangulaires

Il existe une autre suite d’impulsions qui est également tres importante en télécom-
munications ; il s’agit de la suite d’impulsions triangulaires (SIT). Le signal z(t) et
son spectre X (jk) sont représentés a la figure 1.11. Afin que les surfaces de la SIR et
de la SIT soient égales, la largeur & la base du triangle est égale a 2At. L’expression
de X (jk) est alors la suivante

, At (sin(kmfoAt)\?
X(jk)=A— | ——= 1.35
(k) = A (5 (1.35)
La puissance totale d'une SIT vaut
1 [T 1274 N 2, At
p=_ 2 — — =-A* = 1.
T /_T/2 x=(t) dt T /0 (At t) dt 3 T (1.36)
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1.6. Suite d’impulsions

X(t)
A
t
0
T —-At +At +T
y .
X(jk)
AALIT A
/ \
/ \
\
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] \
/ \
/ \
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\
/ \
| \
/ \\
/ \
/
1 T\ ) f=kf
— o /?/T—\T / | | T T\\Y‘ _—e— ¢ -
-1/ At 0 +1/ At

FIGURE 1.11.: Suite d’impulsions triangulaires avec son spectre

1 0.1
\
0.8 0.08 N
\
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0.4 — 0.04 N
0.2 0.02 ] \l\ gl\ .
0 0 ]
-1 0 1 2 0 2 4 6 8 10
temps [msec] fréquence [kHz]
0
\
\
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FIGURE 1.12.: Suite d’exponentielles décroissantes (7 < T) et sa représentation
spectrale
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1.6.3. Suite d’exponentielles décroissantes

Considérons une exponentielle qui se répete périodiquement aux instants k7" (figure
1.12)

z(t) = A-exp(—t/7) si0<t<T

Le calcul de son spectre se fait en appliquant la définition de X (jk)

1

X(jk) = f/o x(t) exp(—j2mk fot)dt

A T
— f/o exp(—t/T) exp(—j2nk fot)dt

r 1
/ exp (—t(— +j27rkf0)) dt
0 T

exp (—t(% +j27rkf0)) ’

=

— (3 + j27k fo)

—T

o (< i) -

En admettant que la constante de temps 7 est beaucoup plus petite que la période
T, on permet a 'exponentielle de revenir a zéro a la fin de chaque période. Dans
ce cas, le premier terme entre crochets est beaucoup plus petit que 1 et peut étre
négligé. On obtient alors le résultat intéressant suivant

Nl Nl

T 1

X(jk) =A== ————— siTKT 1.37
Uk) = AT G j2mkfor) (1.37)
On peut relever que dans ce résultat on trouve la fonction de transfert dun filtre
passe-bas d’ordre 1 pondérée par le rapport A%. La représentation des raies spec-
trales d’amplitudes (figure 1.12) coincidera donc, & un coefficient pres, avec le mo-
dule de la réponse fréquentielle de ce filtre alors que celle des phases seront les

meémes.

Dans le cas ou 7 < T, la puissance totale d’'une SIE vaut

A2
5 (1.38)

P:%/O xZ(t)dt:%/O (Aexp(—t/7))* di =

NI

1.7. Reconstruction des signaux

1.7.1. Syntheése d’un signal

On se souvient que, connaissant le spectre X (jk), on peut toujours reconstruire une
approximation d’ordre N du signal temporel. Dans le cas d'une suite d’impulsions
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1.7. Reconstruction des signaux

rectangulaires cela donne

+N

en(t) = Y X(jk) exp(+i2nkfot)

k=—N

At X si A
t Z wexp(+j2ﬁkf0t)

= A—
T k‘ﬂ'fQAt

k=—N

sin(km foAt)
= +2 2rk fot
( Z EerAr STk >)
~ x(t)
Pour la suite d’impulsions triangulaires, on a de méme

an(t) = Z X(jk) exp(+j27k fot)

k=—N

B A& § (sm(k:ﬂfoAt) 2

T =\ krfolt ) exp(+j2mk fot)

sin(km foAt
= ( 22 ( lmrfofAt )) cos(27rkf0t)>
x(t)

12

Signal carré symétrique Dans ce cas, la valeur moyenne est nulle (4g = 0) et
I'amplitude correspondante A de la SIR vaut 2. Comme le rapport cyclique At/T
vaut 0.5, le sinus cardinal s’annule pour k pair. Il vient alors :

on(t) = <0 12 Z sin W OAt cos(2rk fot)>

= 2 (% cos(2m fot) — - cos(6m fot) + 5% cos(10m fot) + - - )
x(t)

12

Signal triangulaire symétrique Dans ce cas, la valeur moyenne est nulle (4y = 0)
et 'amplitude correspondante A de la SIT vaut 2. Comme le rapport cyclique At/T
vaut 0.5, le sinus cardinal s’annule pour k pair. Il vient alors :

) - (0+22(“lf2@f”) in)

2 2
= 2 ( - cos(27 fot) + (%) cos(67 fot) + (%) cos(107 fot) + - - )

x(t)

12
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1. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Une illustration de la synthese de ces deux signaux est donnée a la figure 1.13. On
constate que, contrairement au signal triangulaire, la convergence est tres lente pour
le signal carré.

NATANTA N
VARV AVARVAERAVARY/

-15 -15 -15
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
15 15 15
/\ N=1 N=3 N=5
1 q /A‘ ﬁ MM
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-05 -05 -05
-1 -1 N N I V.V AN
vV V, AV A"
-15 -15 -15
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

FIGURE 1.13.: Synthese de signaux triangulaire et carré par l'addition successive
des harmoniques

1.7.2. Phénomeéne de Gibbs

En général, lorsqu’on reconstruit un signal x(t) a partir de ses coefficients de Fou-
rier :
N

N
rn(t) = Z X (jk) exp(j2mk fot) = Ao + Z Ay, cos(2mk fot + ) (1.39)
k=1

k=—N

on remarque une convergence rapide vers le signal original au fur et & mesure que
N augmente. Cependant, cela n’est plus vrai lorsque le signal possede des discon-
tinuités d’ordre 0. Il apparait alors, a I'endroit de la discontinuité, des oscillations
que 'on désigne sous le nom de phénomene de Gibbs. L’amplitude du dépassement
dii & ces oscillations est égale au 9% de 'amplitude de la discontinuité (figure 1.14).

1.7.3. Importance de la phase

Il est fréquent en traitement du signal de ne parler que des spectres d’amplitudes et
de délaisser quelque peu les spectres de phases. Cette attitude est due au fait que
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1.7. Reconstruction des signaux

1.2 1.2
1 JANIIVA xN(t) avec 1 xN(t) avec
N=3 N=7
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
AV V4 v
-0.2 -0.2
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2
1.2 1.2
1 A A xN(t) avec 1 Y xN(t) avec
N =19 N=79
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2
N
0 i 0
-0.2 -0.2

4

-2

0

2

4

4

-2

0

FIGURE 1.14.: Tllustration du phénomene de Gibbs

lors du filtrage de signaux audio, on se contente de modifier le spectre d’amplitudes
car 'oreille est peu sensible aux distorsions de phase. Cependant, lorsque 1'on désire
conserver la forme d’un signal, en particulier dans le cas du filtrage d’images, il est
tres important de ne pas négliger le spectre de phases.

Un exemple en est donné a la figure 1.15 ot une série de photos basées sur le
portrait de Joseph Fourier illustre I'importance de la phase dans la reconstitution
des signaux.

1. L’image du haut de la figure est le portrait de Joseph Fourier.

2. Au centre, on y voit les spectres d’amplitudes et de phases de l'image de
Fourier ; les niveaux de gris correspondent a la valeur de ces fonctions.

3. Les deux images du bas sont des images reconstruites par transformation
inverse. Pour construire celle de gauche, on a utilisé le spectre d’amplitudes
et remplacé le spectre de phases par un spectre de phases nulles. Pour celle
de droite, on a fait I'inverse : le spectre de phases a été conservé alors que le
spectre d’amplitudes a été remplacé par des amplitudes constantes.

De ces illustrations, on en déduit que la phase contient une part importante de
I'information concernant la forme d’un signal. Les deux derniéres images illustrent
particulierement bien ce fait puisque le portrait initial ne peut pas étre reconstruit
avec un seul des deux spectres.
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1. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

original

module

TF inverse du module TF inverse de la phase

F1GURE 1.15.: Transformations de Fourier directes et inverses d'une image
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1.8. Quelques théorémes utiles
1.8. Quelques théoremes utiles

1.8.1. Décalage temporel

Il est fréquent en analyse des signaux de devoir décaler temporellement un signal
x(t); on obtient alors un nouveau signal y(t) = z(t + t4). Ce décalage t; peut
étre positif (signal avancé) ou négatif (signal retardé) (fig. 1.16). On montre alors
qu’entre les espaces temps et fréquences, il existe la relation suivante :

y(t) =zt +ta) < Y(jk) = exp(+j2mk fota) X (jk) (1.40)
A Xx(t) A x(t+tq) A x(t-tq)

ty>0

o—_——
o

t1 0 +q -t
FI1GURE 1.16.: Décalage temporel : signal original, signal avancé, signal retardé

Comme le module du phaseur exp(+727k foty) vaut toujours un, il s’ensuit que seul
le spectre de phases est modifié par un décalage temporel. On a donc :

Y (k)| = |X(Gk)], Br = cu + 27k fota (1.41)

A un décalage temporel correspond une phase variant linéaire-
ment avec la fréquence.

1.8.2. Modulation d’amplitude

Il est fréquent en télécommunications de devoir émettre des signaux dont le spectre
a été préalablement déplacé dans un domaine de fréquences permettant la trans-
mission des messages par ondes électromagnétiques. Une des possibilités consiste a
moduler amplitude de la porteuse p(t) & aide du message m(t).

La modulation d’amplitude est généralement obtenue par la multiplication des deux
signaux entre eux (figure 1.17)

e(t) = m(t) - p(t) (1.42)

Dans le cas particulier ol la porteuse p(t) est une fonction sinusoidale, on peut la
remplacer par deux phaseurs de fréquence £f, grace aux formules d’Euler

cos(@2nfyt) = 3 (exp(+i2nfy) + exp(— 72 fyt)

On a donc affaire, de maniere plus fondamentale, & une multiplication du message
m(t) par un phaseur :

(t) =m(t) - p(t) = m(t) - exp(£52m fl) (1.43)
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1. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Modulation d’amplitude Spectres
1 . .
0.4
S5 S
E™ =3 0.2 } {
0 O h A
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
1
05 0.4
2 9 s
= %02
-0.5
_l O
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
1
0 5 0.4
£ o s
* %02
-0.5
. L Al
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
temps fréquence

FIGURE 1.17.: Modulation d’amplitude : signaux et spectres

On montre alors aisément la propriété suivante :
x(t) = exp(£jy2n fpt) -m(t) & X(jk) = M(j(kfoF f»)) (1.44)

A une multiplication par un phaseur dans le domaine temporel
correspond un décalage dans 1’espace des fréquences.

La figure 1.17 illustre la modulation d’amplitude d’une porteuse de fréquence 10kHz
par un signal triangulaire de fréquence 1kHz. Au niveau fréquentiel, on voit tres
bien que le spectre original situé autour de la fréquence nulle est déplacé autour des
fréquences de la porteuse +10kHz avec une amplitude réduite de moitié. On notera
que le signal modulé x(t) n’est périodique que si le rapport des fréquences f,/ fo est
rationnel.

1.8.3. Rotation autour de I'ordonnée

La rotation d'un signal autour de son ordonnée est décrite par y(t) = x(—t). Dans
ce cas, on montre que

y(t) = x(=t) < Y(jk) = X(—jk) = X*(jk) (1.45)

A une rotation du signal temporel autour de ’ordonnée cor-
respond le conjugué complexe dans le domaine fréquentiel.

26



1.9. Calcul de quelques spectres

Par exemple, si 'on s’intéresse a une suite périodique d’exponentielles croissantes
décrite par
()| = A-exp(+t/7) si0<t<T

son spectre se calcule aisément a partir de celui de la suite d’exponentielles décrois-
santes
To(t)|p = A-exp(—t/7) si0<t<T

T 1
X(jk)=A—=+ - ———— i T
(Jk) T 1+ j2nkfor) s T K
On voit en effet que 'on a
2(t) = zo(—1)
donc )
X(jk) = Xp(—jk) =Ar o — 7 < T

T (1—j2rkfor)

1.9. Calcul de quelques spectres

Le but de ce paragraphe est de montrer, au travers de quelques exemples simples,
comment on calcule, trace et interprete les spectres d’un signal.

1.9.1. Suite d’impulsions composites

Considérant le signal de la figure 1.18a, on aimerait calculer ses composantes spec-
trales et obtenir son approximation d’ordre 3.

La résolution de ce probleme est immédiate des I'instant o1 'on remarque que le
signal z(t) est composé d'une somme de deux SIR z1(t) et z5(t) dont les caracté-
ristiques sont, respectivement, leur largeur : At; = 0.25[msec|, Aty = 0.5[msec], et

leur amplitude : 4; = 1[V], Ay = 2[V].
Utilisant la propriété de linéarité des séries de Fourier, on a :

z(t) =x(t) +22(t) & X(jk) = Xi(Jk) + Xa(jk) (1.46)

Comme le signal x(t) et ses deux SIR constitutives sont paires, leurs spectres sont
réels

, Aty sin(kr foAty) sin(km/4)
Xi(jk) = A =02———
1k) = A== e = 0% kr /4
., Atgsin(kmfoAty) sin(km/2)
Xa(jk) = As— T s e
, , , sin(km /4 sin(km /2
X (jk) = X1(jk) + Xa(jk) :o.25% 1.00%

Le calcul de quelques composantes spectrales fournit les valeurs numériques sui-
vantes :
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x(t) = xl(t) + xz(t)

T T
3r ,
25 .
21 52(9 - R 4
15F .
X, (t
1 1 !
0.5 I 1 : I 1
1
o — -\ -! | I- \_ | | - \- - | - \_ |
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
temps [msec]
X, (f) X,(if) X(if)=X(if) + X,(if)
1.2 1.2 1.2
1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 ” | : 0.2 : 0.2 :
oFterry L I of-Ly I | ! olal I'I I| |II L
-0.2 : -0.2 | I -0.2
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
f [kHz] f [kHz] f [kHz]
Signaux x(t) et xa(t)
T T T T
3r |
/7~ N 7~ N\
251 / \ / \ I
2 i
15 B
1r i
0.5 B
oF TN P
! ! ! N’ S ! ! ! SNe”
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
temps [msec]

FIGURE 1.18.: Suite d’impulsions composites :
a) les signaux temporels
b) les spectres respectifs
¢) la reconstruction d’ordre 3
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1.9. Calcul de quelques spectres

[k [ 5 4] 3 [ 2 [ 1 [ o [ 4+t | +2 | +3 [+4] +5
X1Gk) || -0.045 | 0 [ +0.075 [ +0.159 | +0.225 | +0.25 | +0.225 | +0.159 | +0.075 | 0 | -0.045
Xo(jk) || 0127 [ o | -0.212 [ 0.00 | 40637 ] 1.00 | 0637 | 000 | 0212 [ 0 | 0127
X(jk) || +0.082 | 0 | -0.137 | +0.159 | +0.862 | 1.25 | +0.862 | +0.159 | -0.137 | 0 | +0.082

A, 125 | 1724 | 0318 | 0274 | 0 | 0.164
g 0.00 0.00 ™ 0 | 0.00

La figure 1.18c représente I'approximation d’ordre 3 du signal décrite par :

x(3)(t) = 1.25 + 1.724 - cos(27 fot) + 0.318 - cos(4n fot) + 0.274 - cos(67 fot + 7)

A titre d’exercice, on peut montrer que les puissances des signaux z(t) et x(3)(t)
valent respectivement P, = 3.25V7;, Pys) = 3.14V7,.

1.9.2. SIR décalée

Considérons le cas d'une SIR non centrée démarrant a I'instant ¢t = 0, de largeur At
et de période T' (figure 1.19a). Dans ce cas, la SIR est retardée d’une demi-largeur
d’impulsion et le temps de décalage vaut donc t; = —At/2. Partant d'une SIR
centrée et utilisant le théoreme du retard, on obtient :

o At sin(kT fyAt) ‘ At
X(jk)=A T kol exp(—j27k fo 5 ) (1.47)

Si l'on désigne X (jk) par le produit de 3 facteurs X (jk) = Xo - X1(jk) - X2(jk), le
spectre d’amplitudes s’obtient en effectuant le produit des modules

(X(GR) = [Xo| - |Xa] - [ X
Ag sin(km foAt)
T /CT('fQAt

alors que le spectre de phases est obtenu en sommant les phases :

IX(K) = ZXo+ ZX0+ 2 X
= 0+ (0;%7) + (—7kfoAt)

Considérant que 'on a At = 0.1 [msec],T = 1 [msec], la combinaison de ces termes
spectraux est illustrée par la figure 1.19. Comme attendu, on constate que le déca-
lage temporel du signal ne modifie pas le spectre d’amplitudes, mais introduit une
phase variant linéairement avec la fréquence.
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X(t)

| |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
temps [msec]

0.05

IX@K)l

/SIR centree
|
N
T
|

/Decalage
o

/SIR decalee
o

: 'HHJHH.HHHHlw“lHH

| | | | |
-30 -20 -10 0 10 20 30
frequence [kHz]

F1GURE 1.19.: SIR démarrant a I'instant ¢t = 0 et son spectre
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1.10. Réponse d’un systéme linéaire
1.10. Réponse d’un systeme linéaire

Considérons, comme exemple, un filtre attaqué par une SIR (figure 1.20a). Comme
ce signal est périodique, on retrouvera & la sortie du circuit un signal périodique y(t)
de méme période Tj. La décomposition de ces 2 signaux en série de Fourier donnera
les spectres X (jk) et Y (jk) qui seront liés I'un & lautre par la réponse fréquentielle
G(jw) du filtre.

A, A

y(®

t : t
x(®) G(jw) y(®)

—
—

. .
N P o —o X@I|]
o — [Y()
0.8 GG |
0.6 |
0.4+ o -
0.2} ¥ Q |
¥ T ¢ N T T T ? ¢ -
u_g_&_&_k_it_*_*—t_*_{g_@_
16 18

0 2 4 6 8 10 12 14
fréquence [Hz]

20

F1Gure 1.20.: Réponses temporelle et fréquentielle d’un filtre & une SIR

Comme les signaux périodiques sont représentés par des ondes sinusoidales de fré-
quences k fo et que les systemes linéaires conservent la fréquence des signaux appli-
qués, on retrouve pour Y (jk) des raies spectrales situées aux mémes fréquences que
celles de X (jk) (figure 1.20b). De plus, 'amplitude et la phase de ces raies spectrales
sont liées au signal d’entrée par la relation bien connue Y (jw) = G(jw) - X (jw).
Dans le cas de signaux périodiques, la pulsation w est un multiple de la fondamen-
tale 27 fy. On a donc

Y (k) = X(Gk) - GUW)|o=srrs, (1.48)

1.10.1. Analyse de la réponse d’un filtre passe-bas

Considérant le circuit L-R de la figure 1.21 et la SIR qui lui est appliquée, on
aimerait :

1. connaitre la fonction de transfert de ce filtre et sa constante de temps 7 ;
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[\)

. calculer la composante continue Uy g4 ;

3. esquisser le signal de sortie uy(t) en tenant compte des valeurs numériques

L =100[mH], R=100[Q];

4. calculer le spectre Us(jk) ;

5. calculer les valeurs efficaces Uy efr, Userf, Usjaciefs ;

6. estimer la valeur de créte de 'ondulation us 4. (t).

A
YRR
10— — L

— Y ™M
u, (t) R u,(t)
t | -
0l 0.2 1.0 [ms]
FIGURE 1.21.: Analyse de la réponse d’un filtre passe-bas
Solution :
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1.11. Réponse d’'un systeme non-linéaire

La caractéristique essentielle des systemes non-linéaires est de déformer les signaux
sinusoidaux. Le signal de sortie est donc périodique non-sinusoidal. Il s’en suit que
son spectre est constitué d’un grand nombre de raies spectrales, alors qu’a ’entrée
il n’y avait qu’une seule raie.

Dans la pratique, il est important de pouvoir chiffrer cette déformation puisque
les amplificateurs réels, quelle que soit leur qualité, possedent des non-linéarités. On
mesure cette déformation a 'aide du tauz de distorsion harmonique (TDH). Celui-ci
est défini comme le rapport de la valeur efficace des harmoniques d’ordre supérieur
a 1 avec la valeur efficace du premier harmonique

TDH = (1.49)

Xeggk>1) \/X2(2) +X2(3) + X2(4) + ---
Xerr(k=1) X2(1)

1.11.1. Distorsion due a une diode

Considérons comme exemple de systeme non linéaire, une diode a laquelle on ap-
plique une tension sinusoidale superposée & une tension continue (figure 1.22)

u(t) = Uy + AU(t) = Uy + Asin(27 fot)
Cette diode est caractérisée par la loi exponentielle bien connue
Ip = Ig (eVP/m™VT — 1) (1.50)
Admettant les valeurs numériques suivantes
Up=05[V], A=0.05[V], fo=100[Hz]

Is =10[pA], n=1, Vp =26[mV]
on désire :
1. calculer Iy, 1,40 €t Inin
2. esquisser u(t) et i(t)
3. calculer U(jk) et I(jk)
4. calculer le TDH du courant.
Solution :
1. Le calcul de Iy, 1,00 et I, se fait par simple application numérique de
I’équation de la diode; on obtient alors :
a) le courant au point de fonctionnement Iy = 2.54mA;
b) sa valeur maximum I,,,4, = 17.2mA;

¢) sa valeur minimum I,,,;,, = 0.36 mA.
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i(t)
=

D Jo
D |

FIGURE 1.22.: Circuit a diode

\V4 i up()

2. La simulation temporelle avec Spice a donné les résultats de la figure 1.23. On
y voit que la variation sinusoidale de la tension de la diode (50 mV) autour
du point de fonctionnement (500 mV) entraine une variation non sinusoidale
du courant caractérisé par les valeurs calculées ci-dessus.

3. L’analyse spectrale obtenue par FFT (Fast Fourier Transform) donne les ré-
sultats suivants.

a) La tension de la diode ne contient que 2 raies spectrales (figure 1.24a) :

i. la composante DC : Uy, = 0.5V ;
ii. la composante AC : U; = 50mV.

b) Le courant non sinusoidal est composé d'un grand nombre de raies spec-
trales dont les 10 premieres sont les plus significatives (figure 1.24b). On
y trouve en particulier

i. la composante DC : I;. = 5.41mA;

ii. la composante fondamentale : I; = 7.43mA.

4. Le calcul du taux de distorsion se fait en appliquant la définition du TDH :

X2(2) + X2(3) + X2(4) + - -
TDH = \/ ()

B \/3.142 +0.942 + 0.222 + 0.0412 + 0.00652 + - - -
N 7.432

= 44%

Cette valeur élevée est le signe de la forte déformation de la sinusoide causée
par la variation exponentielle du courant.
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(7.50m, 450 . 0m)

|
|
|
! {2.50m, 550 Om)
|
i

200m

BA+-————-———- R e oo B R R o o poo T e I
Os 2ms Yms Bms 8ms 10ms 12ms 14ms 16ms 18ms 20ms
o I(D2) < 5.41mA

FIGURE 1.23.: Tension et courant de la diode

AN N

TP - = o e e e e e e e e \

7. 43mA

10uA e ¢
0 .94uA

\
'
SEL>>! /\’J\/
10nA+ - -1 - SN ... WS S — S S —— S S o REP—— s
OHz 0.1KHz 0. 4KHz ©.5KHz 0.6KHz 0. 7KHz 0.8KHz 0.9KHz 1.0KHz
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FIGURE 1.24.: Spectres unilatéraux de la tension et du courant de la diode
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1.12. Exercices

SF 1 Considérant les 2 signaux suivants pour lesquels fo = 1[kHz]| :
x1(t) = 6 — 2 cos(2m fot) + 3sin(27 fot)
xo(t) = 4+ 1.8 cos(27 fot + 7/3) + 0.8 sin(67 fot)

1. dessinez leurs spectres d’amplitude et de phase unilatéraux et bilatéraux;

2. écrivez x1(t) et x9(t) sous forme de série de Fourier complexe.

SF 2 Utilisez les formules d’Euler pour montrer que la série de Fourier du signal
suivant

T
x(t) = <1 + cos <27rf0t + E)) - cos (107 fot)
est décrite par les harmoniques 4, 5 et 6. Pour ce faire :
remplacez chaque fonction cosinus par deux phaseurs ; effectuez le produit ;
écrivez z(t) sous la forme d'une somme de phaseurs;
que valent les coefficients X (jk) non-nuls ?

dessinez les spectres bilatéraux et unilatéraux d’amplitude et de phase;

ok W D=

calculez sa puissance.

SF 3  Considérant un signal périodique de période T' = 20 [ms] décrit par son
spectre bilatéral X (jk) :

|k J o] £ | £2 |
XGk) | 2 | -3+52] +1+£53
| X|
/X

retrouvez sa description temporelle en cosinus apres avoir rempli les cases libres du
tableau. Calculez les valeurs de X, X, . et P.

SF 4 A partir des spectres d’amplitude et de phase d’une SIR vus au cours,
1. calculez les spectres complexes des deux signaux FEx SF4;

2. esquissez leurs spectres bilatéraux d’amplitude et de phase.

SF 5 Considérant les spectres unilatéraux Ex SF5 d’un signal x(¢) :
1. donnez I'expression de x(t);
2. dessinez son spectre bilatéral ;

3. calculez ses valeurs efficaces AC et totale.
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1.12. Exercices

SF 6 Considérant les trois signaux x(t), z2(t), x3(t) de période T' = 1 ms décrits
par leurs spectres respectifs (tableau Ex SF6) :

1. donnez I'expression temporelle correspondant a leur représentation ;
2. écrivez ces expressions a l’aide de cosinus seulement ;
3. dessinez leurs spectres d’amplitude et de phase uni- et bilatéraux;
4. calculez la puissance de chacun des trois signaux.
k 0 1 2 3 4
x1(t) ay +2 | +5 -2 +1 0
by +4 | 43 -1 0
k 0 1 2 3 4
xo(t) Ay 1 3 0 2 0
ay, 0| —=/3] 0| 4+7/2 | 0
k 0 +1 +2 +3 +4
x3(t) || X(Jk) || 5 |4+43| 0 | —2F5| O

TABLE 1.1.: Ex SF 6

SF 7 Etant donné un signal caractérisé par les propriétés suivantes :
1. x(t) est réel et impair;
2. x(t) est périodique avec T = 2 [msec] ;
3. X(jk) =0 pour |k| > 1;
4. P=1;

trouvez deux signaux satisfaisant a ces propriétés.

SF 8 Considérant le signal x(t) = 2 + sin(27 fot) + 0.25 cos(67 fot)
1. écrivez x(t) dans les formes cosinus et complexe;

2. donnez les composantes spectrales dans les trois représentations :
{a'ka bk}7 {Akvak’}v {X(]k>}

3. vérifiez que la puissance de ce signal calculée a ’aide des trois représentations
donne le méme résultat ;

4. comment calculeriez-vous la puissance dans l'espace temps? voyez-vous des
moyens de simplifier ce calcul ? si oui, le résultat est immédiat.

SF 9  On considéere une SIR d’amplitude A = 2[V], de période T" = 1[ms| de
largeur At = 0.2 [ms]; cette SIR est avancée de T'/4 par rapport & une SIR centrée :

1. esquissez z(t);

2. calculez son spectre X (jk);

3. esquissez les spectres bilatéraux d’amplitude et de phase;
4

. calculez la puissance de cette SIR.
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SF 10 Considérant la suite d’impulsions impaires de la figure Ex SF10 :
le spectre sera-t-il réel, imaginaire ou complexe ;
calculez ses coefficients de Fourier complexes ;

quelle est la puissance de ce signal ?

-~ W o=

dans le cas ot A = 10[V], T" = 10 [ms] et At = 1[ms], esquissez les spectres
bilatéraux d’amplitude et de phase.

10 +4 4
5+ i
= L \ \
e ‘ +At ‘
x
5| i
-10(- -A .
1 1 1 1 1 1 1 1 1

-2 0 2 4 6 8 10 12 14
t [ms]

FIGURE 1.27.: Ex SF 10

SF 11 On considere un signal périodique z(t) retardé d’une valeur ¢, par rapport
au signal original x((t). Montrez que :

1. son spectre complexe vaut X (jk) = Xo(jk) e 72kt
2. son spectre d’amplitude n’est pas modifié;

3. son spectre de phase vaut /X = /Xy — 27k fot,.

SF 12  Esquissez avec soin les spectres bilatéraux d’amplitude et de phase des
signaux Ex SF12a et Ex SF12b. Expliquez les différences apparaissant entre les
spectres.

SF 13 Partant d’une SIR, calculez le spectre d'un signal carré d’amplitude A =
+5V et de période T' = 1ms. Faites de méme pour un signal triangulaire a partir
de la SIT.

SF 14  Considérant les quatre signaux de la figure Ex SF14 d’amplitude A, de
période T', de largeur et constante de temps At =7 =0.27T :

1. calculez leur valeur efficace ;

2. a partir du spectre d’une suite d’exponentielles décroissantes, utilisez deux
théorémes proposés dans le cours pour trouver les spectres des signaux xo(t)
et Ty (t)
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FIGURE 1.28.: Ex SF 12a
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Ficure 1.29.: Ex SF 12b
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FiGurek 1.30.: Ex SF 14

SF 15 Considérant une SIR centrée de période T' = 100 [us], de largeur At =
20 [us] et d’amplitude A = 10 [V],

1. calculez le pourcentage de puissance comprise dans le premier lobe du sinus
cardinal ;

2. admettant que cette SIR est appliquée a un filtre passe-bas d’ordre 1 dont la
fonction de transfert est

. 1
H(Jf) = m,

que valent I'amplitude et la phase des composantes 10 kHz, 40 kHz et 150 kHz ?

fe=10[kHZ|

SF 16  Un filtre passe-bas RC réalisé avec R = 1 [kQ] et C' = 0.1 [uF] est attaqué

par un signal carré u,(t) de période T = 1 ms et d’amplitude comprise entre 0 et
20 V.

1. esquissez le signal de sortie uy(t) et le courant i(t);

2. pour chacun des 3 signaux u; (t), us(t), i(t), calculez leurs valeurs DC, efficace
totale et efficace AC.

SF 17 Soit un filtre RC passe-bas dont la constante de temps est mal connue.
On lui applique une SIR z(¢) d’amplitude A = 10[V], de période T' = 20 [ms] et de
largeur At = 1[ms].

1. que valent les composantes continues des signaux d’entrée et de sortie ?
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1.12. Exercices

. quelle est la fonction de transfert H(jw) du circuit ;

3. que valent les spectres bilatéraux X (jk) et Y (jk)7

. admettant que la constante de temps est de l'ordre de 2 ms, esquissez les

signaux d’entrée x(t) et de sortie y(t) ; estimez la valeur maximum de y(t);

pour la fréquence f = 5 fy, 'analyseur spectral du signal de sortie fournit le
coefficient complexe Y'(j5) = 0.0659 — 5 0.154 ; calculez 'amplitude et 1'argu-
ment de la fonction de transfert pour cette fréquence ;

(Rép. : |H| = 0.37, ZH = —68")

que valent la constante de temps et la fréquence de coupure du filtre ?
(Rép. : 7 = 1.6 [ms], f. = 100[Hz])

SF 18 Pour identifier un systéme linéaire possédant une résonance, on injecte dans
celui-ci une SIR x(t) de période T. La sortie sera donc périodique et son spectre
Y (jk) sera constitué de raies distantes de 1/T. Afin d’obtenir une image spectrale
représentative du systeme H(jw), il faut que les raies spectrales soient en nombre
suffisant et que le premier lobe de la SIR couvre le domaine de fréquences désiré

(2~ 10 fres)-

On demande de déterminer les parametres T et At d’une SIR permettant de mesurer

la réponse harmonique d’un circuit LC-R dont on connait approximativement les
valeurs L ~ 1mH, C ~0.1uF, R~201.

Pour ce faire :

1.
2.
3.

esquissez H(f) dans un diagramme linéaire,
précisez le nombre de raies spectrales BF et HF que vous estimez nécessaires ;

estimez la distance inter-spectrale nécessaire pour observer le pic de réso-
nance ;

. calculez T et At; adoptez des valeurs entieres ;

5. si I'amplitude des impulsions est de 10 V, quelle est I'amplitude de la raie

spectrale située pres de la résonance f,.s? pres de 5 fres?

pour ces mémes fréquences, quelles sont les amplitudes des raies mesurées a
la sortie du filtre LC-R?

SF 19 Un circuit RC de résistance R = 1 k€ et de capacité C' = 1 uF est attaqué
par une SIR w;(t) d’amplitude £ = 10V, de largeur At = 0.2ms et de période
T =1ms:

1.

. que vaut la constante de temps du circuit ?

quelles sont les valeurs moyennes de wuy () et us(t);

2
3. esquissez uy(t);
4.
5

. quelle est la puissance dissipée dans la résistance ?

calculez Z(jw) et I(jkfy);
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1. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

SF 20 Un circuit redresseur double alternance suivi d'un filtre RC (R et C en

parallele avec le pont redresseur) est utilisé pour réaliser une conversion AC-DC.

Tenant compte des hypotheses simplificatrices suivantes

— le courant i(t) est considéré comme une suite d’impulsions rectangulaires de lar-
geur At beaucoup plus petite que la période T = 10 ms;

— la réactance du condensateur est négligeable par rapport a la résistance de charge

R.

dessinez le schéma du circuit puis :

1.
2.
3.

calculez les coefficients de Fourier U(jk) de la tension de sortie u(t);
calculez la puissance de chaque harmonique ;

calculez une borne supérieure pour la puissance d’ondulation, sachant que

2

=1
Y=g
k=1

4. calculez le taux d’ondulation maximum ;

. si 'on veut un taux d’ondulation inférieur & 0.1, quelle capacité faut-il choisir

lorsque la résistance R vaut 100 €27

. estimez 'amplitude du générateur u,(t) pour que Uy ~ 15V

SF 21  Un circuit non linéaire de type parabolique est modélisé par la caractéris-
tique de transfert suivante :

us(t) = avun () + Bui(t)

Sachant qu’on lui applique une tension sinusoidale u;(t) = A sin(wt) :

1.

A

déterminez les composantes spectrales que ’'on obtient a la sortie;
quelle est la puissance normalisée P, du signal de sortie ?

que vaut-elle par rapport a celle du signal d’entrée P; ?

faites 'A.N. avec A=10V, w=271100rad/s, a=1, [=021/V

esquissez us(t) ; quel est son taux de distorsion harmonique ?

SF 22 Considérant les deux signaux ci-dessous :

(1) 2T ™Y i (T T
=cos| —t+—=|+sin| —t+—
i 376 L

(1) 2T ™Y i (T i (22
= COS — — S — — S —_—
T2 3 6 11 5 2 1n 7

précisez si ces signaux sont périodiques ou non. Pour cela, il vous faut trouver :
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1.
2.
3.
4.

les fréquences constitutives de chaque signal,
les rapports existant entre ces fréquences,
la fréquence fondamentale si elle existe,

les harmoniques présents.



1.12. Exercices

SF 23 : Les deux signaux de la figure Ex SF23 caractérisés par
A =2V, At=02ms, T =1ms

Ay =5V, 7=01ms, T =1ms
passent au travers d’un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f. = 4.5kHz.
Apres avoir rappelé ce qu’est la réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas idéal,
1. calculez les puissances P, P2 de chacun des signaux d’entrée ;

2. calculez les puissances Py, Py» de chacun des signaux de sortie.

2 5

1 4

= 3
= o0 =

x x

2

_1 1

-2 0

0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
t[ms] t[ms]

FiGure 1.31.: Ex SF 23

SF 24 A cause de son taux de variation limité (slew-rate), un amplificateur opé-
rationnel transforme un sinus en un signal triangulaire symétrique d’amplitude A.
Calculez le taux de distorsion de cette déformation.

SF 25 Un signal sinusoidal d’amplitude 10V et de fréquence 1 kHz est appliqué a
un filtre RC passe-bas de fréquence de coupure 2 kHz. Calculez le TDH du signal
de sortie.

SF 26 On applique un signal sinusoidal d’amplitude 0.1V et de fréquence 10 kHz &
un amplificateur inverseur de gain 100. Visuellement, le signal de sortie semble par-
faitement sinusoidal. Cependant, une analyse spectrale a fourni les composantes Ay
du tableau ci-dessous. Calculez la valeur efficace du signal de sortie et son TDH.

ko [ 1] 2 [ 3 ] 4] 5 [6 ] 7 | 8703

|

| Ap[V] || 81e-3 [ 6.46 | 87e-6 | 0.105 | 55e-6 | 2.66e-3 | 58e-6 | 213e-6 | 57e-6 | 48¢-6 |

SF 27 La figure Ex SF27 présente une sinusoide x(t) d’amplitude 10V et une
sinusoide y(t) saturée & £9V avec les spectres correspondants. Sachant que les com-
posantes spectrales unilatérales fournies par ’analyseur spectral sont les suivantes :
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46

> W =

x(t) et y(t)

X(f) [dB]

Y(f) [dB]

L & [t 13 [5 [ 7 ]9 |
A,(k) [dB] | 0.0

A,(k) [dB] | 0.33 | 30.0 | 332 | 338 507
Az (k) [V]

Ay(k) [V]

calculez les amplitudes spectrales unilatérales et complétez le tableau

calculez les valeurs efficaces des deux signaux;
calculez le TDH de y(t);

expliquez pourquoi les harmoniques pairs du signal y(¢) sont nuls.

Signaux temporels et frequentiels

I

Usat = 9[V]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
temps [s]
0 T

! ! ! ! !
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

10000

1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
frequence [Hz]

FIGURE 1.32.: Ex SF 27
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2. Analyse des signaux non
périodiques

2.1. Transformation de Fourier

2.1.1. Passage de la série a la transformation de Fourier

Le passage d’un signal périodique a un signal apériodique peut se faire en consi-
dérant que la période T devient de plus en plus grande pour tendre vers l'infini.
On constate alors que les raies spectrales distantes de 1/7" se rapprochent pour
se transformer en spectre continu. Mais en méme temps, 'amplitude de celui-ci
diminue pour tendre vers zéro. Une illustration en est donnée (figure 2.1) pour
une suite d’impulsions rectangulaires dont la période augmente alors que la largeur
reste constante. Comme la surface de 'impulsion reste constante alors que la pé-
riode augmente, 'amplitude X . du sinus cardinal ne cesse de décroitre pour tendre
vers zéro.

Partant d'un signal périodique décrit par

—+00

pr(t) = Y X(jk)exp(+j2r kfot)

k——o0

1 +T/2
X(jk) = ?/T/Z xp(t) exp(—72m k fo t)dt, keZ

on évite annulation de X (jk) lorsque T"— oo en considérant la fonction
+T/2
T X (jk) = / () exp(—j2 ko £)dt
—T/2
A partir des correspondances suivantes

T — oo, fo—df, kfo— f, T -X(jk)— X(jf)

on voit que la série de Fourier discrete devient une fonction continue. Cette fonc-
tion X (jf) est une densité spectrale d’amplitude qui, par définition, est la
transformée de Fourier du signal apériodique x(t) :

+oo
X(jf)z/_ s(t)exp(—j2r f)dt,  fER

o
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FIGURE 2.1.:
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2.1. Transformation de Fourier

La transformée inverse s’obtient en considérant la fonction périodique pour laquelle
la période T tend vers I'infini; on a alors :

+oo
w(t) = > X(jk)exp(+527 kfot)
k——o00
+o0

. 1 . .
= lim ’HZ = (TX (k) exp(+j27 ko)

“+00

_ YlgEOkZ (TX(jk)) exp(+j2m kfot) fo

Lorsqu’on passe a la limite

on obtient la définition de la transformation inverse de Fourier
+o0o

x(t) = X(Gf)exp(+j2nft)df

Il est important de noter que les unités de X (jf) ne sont pas les mémes que celles

du signal original x(t). Dans le cas ol z(t) est une tension électrique, sa transformée
X (jf) s’exprime en [V/Hz|.

2.1.2. TF directe et inverse

Les deux relations que nous venons de démontrer constituent les transformations de
Fourier directe et inverse. On constate que les descriptions temporelle et spectrale
sont parfaitement symétriques :

o) = [ XGResierd 1)
XGf) = [ aes(-jonsod 2.2)

En notation abrégée, on décrira ces deux transformations par les opérateurs TF{ }
et TFI{}. La correspondance réciproque s’écrit alors :

w(t) = TFI{X(5f)} «— TF{z(t)} = X(j f)

Si la fonction z(t) ne posseéde pas de symétries particulieres, sa densité spectrale
d’amplitude X (jf) est une fonction complexe :

a(t) «— X(jf) = Xo(f) + i Xi(f) (2.3)
Les densités spectrales du module et de la phase valent alors :
XGHI=X() = /X200 + X2 (2.4)
Xi
ZX(jf)=a(f) = arctan X ((‘;)) (2.5)
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

2.1.3. Energie d’un signal non permanent

Dans le cas des signaux non permanents, on prendra garde a parler de leur énergie et
non pas de leur puissance, car celle-ci est nulle si 'on considere une durée infiniment
longue.

De maniere similaire & ce que 'on a vu pour les signaux périodiques, on peut
calculer 'énergie d’un signal apériodique aussi bien dans le domaine temporel que
dans domaine fréquentiel :

W = /+Oom2(t)dt [V sec] (2.6)
wo= [P (v 27)

L’expression de l'énergie d’un signal z(¢) dans le domaine des fréquences entraine
la définition de la densité spectrale d’énergie S,(f) :

S:(f) = IXGHP=X0GF - XGH  [VH/HZ (2.8)

On notera que ses unités s’expriment en [V?/Hz?| lorsque le signal est une tension.

2.1.4. Propriétés de la transformation de Fourier

Parmi le grand nombre de propriétés associées a la transformation de Fourier, on
retiendra particulierement celles qui ont le plus d’intérét en traitement du signal.
Elles sont présentées dans le tableau 2.1.

2.2. Exemples de spectres continus

Pour illustrer 1'utilisation de la transformée de Fourier, calculons les densités spec-
trales de trois signaux particuliers.

2.2.1. Spectre d’une impulsion rectangulaire

Considérons une impulsion z(t) de largeur At et d’amplitude A centrée en t = 0
(figure 2.2). Par définition de la transformation de Fourier, on a :

oo
X(if) = / £(t) exp(—jor f t)dt

o0
En tenant compte de la définition de I'impulsion rectangulaire centrée :
0 si [t|>4!
z(t) = (2.9)
A sift] <&t
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2.2. Exemples de spectres continus

a) linéarité

ax(t) + by(t)

aX (i f) +bY (i f)

b) décalage ot + 1) X(if) exp(+i2nf ta)
¢) amortissement | () exp(—at), (¢) causal X(j2nf +a)
d) modulation 2(t) exp(+527 fot) X G(f = fo))
¢) dérivation dfg) j2nf X(if)
e XU)+ 5X0)8()

f) intégration

avec X(0) = /+OO x(t)dt

g) convolution

H(Gf)-X(Gf)

H(jf)© X(f)

h) énergie

+o0
PV:/:\XUﬁF#

§) valeurs & lorigine | #(t = 0) — :O XGHdf | X(f=0) = / :O ()t
k) rotation Oy y(t) = z(—t) Y(if)=X(=jf)=X"(f)
1) fonction paire 2(—t) = x(t) X(jf) e R

m) fonction impaire z(—t) = —x(t) X@Gf)es

n) symétrie y(t) = X () Y(if)=2(=35f)

TABLE 2.1.: Quelques propriétés de la transformation de Fourier




2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

il vient :

FAL/2

xin = | L, Aee(n
—At

FAL/2

= ] exp(—j27 f t)

—At/2

- . At , At
= oy [eXP(—J% f=) —exp(+i2n f =)
A exp(+jm f At) — exp(—jr f At)
Tf 2)

Utilisant la formule d’Euler :

exp(+ju) — exp(—ju)
25

sin u =

on obtient finalement :

sin(w f At)

X(if) =AM

= AAtsinc(f At) e R (2.10)

Comme on pouvait s’y attendre, la densité spectrale d’amplitude d’une impulsion
rectangulaire centrée en ¢ = 0 est bien décrite par un sinus cardinal. De plus, comme
I'impulsion rectangulaire z(t) est paire, sa densité spectrale d’amplitude Y (jf) est
une fonction réelle. Enfin, on remarquera (figure 2.2) que le spectre passe par zéro
chaque fois que le sinus cardinal s’annule, c¢’est-a-dire, chaque fois que la fréquence
est un multiple de 1/At.

Le spectre de cette impulsion illustre deux points importants concernant les signaux
de durée limitée (figure 2.3) :

Un signal de courte durée possede un spectre large bande.

Un spectre étroit correspond a un signal de longue durée.

2.2.2. Spectres d’un sinus amorti

Etudions, comme deuxieéme exemple, la transformée de Fourier d’une sinusoide de
fréquence f, décroissant exponentiellement au cours du temps (figure 2.4). Son
équation s’écrit :

0, sit<0

y(t) = (2.11)
Aexp(—at) sin(2nf,t), si t>0
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2.2. Exemples de spectres continus
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FIGURE 2.2.: Impulsion rectangulaire et sa densité spectrale d’amplitude

A=1At=10
12 10
! 8
0.8
6
e 06 € 4
— —
<04 X
2
0.2 AMM nn/\m
0 AT
: |
-2
-0.2
-10 -5 0 5 10 -5 0 5
A=5At=2
6 10
5 8
4
6
-~ 3
2, S
x 2 4
2
1 | ; AL LA
0 \Vi \/ \/ \V
-2
-1
-10 -5 0 5 10 -5 0 5
temps fréquence

FIGURE 2.3.: Le contenu spectral d’une impulsion dépend fortement de sa durée
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

Partant de la définition de la transformée de Fourier, on calcule sa densité spectrale
d’amplitude :

von = [ ) exp(—janf Ot

o0

= /OoerXp(—at) sin(2w f, t) exp(—j2nft)dt

* exp(+j2nf,t) — exp(—j2nf,t
= / Aexp(—at) p(+j27/yt) - p(=j27/y!)
0 2)
Cette intégrale ne contient que des exponentielles; elle est trés simple a calculer.
Apres réduction des deux primitives & un méme dénominateur, on obtient :

27 fp

exp(—j2n ft)dt

Y(if)=A - eC 2.12
0N = A jam e + o, 212
1 T
A=10
0.5 fp =4.0 i
a =0.25
g of
-0.5F b
_1 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps
2r i
151 b
2
s 1 1
0.5 b
0 . !
-10 -5 0 5 10
fréquence

FIGURE 2.4.: Sinus amorti et le module de sa densité spectrale d’amplitude

On remarquera que la densité spectrale d’amplitude Y (jf) est une fonction com-
plexe car la sinusoide décroissante y(t) ne possede pas de symétrie particuliere. La
figure 2.4 présente le sinus amorti et le module de sa densité spectrale d’amplitude.

On peut également noter les deux valeurs particulieres suivantes

2r f,

f=0: Y (0) = Aa2 + (27 f,)? - 27 fy

si a<27f,

A 2nf,

f o (Jfp) a atjdrnf, 2a si a<2rmf,
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2.2. Exemples de spectres continus

2.2.3. Spectres de deux impulsions rectangulaires

Considérons un signal constitué de deux impulsions d’amplitude A placées symétri-
quement en +ty/2 (figure 2.5). Ce signal possede un spectre qui se calcule facilement
a partir de celui d'une impulsion centrée en ¢t = 0 et a ’aide du théoreme du déca-
lage.

Comme le signal z(t) est la somme de 2 impulsions décalées de +ty/2,

2(t) = x(t +to/2) + x(t — to/2) (2.13)
on a: ' A
Z(if) = AAtsmf;# exp(+72n f %0) + exp(—j2m f %0)
donc '
Z2(jf) = QAAtsm:}—ﬁt) cos(m fto) (2.14)

De plus, par rapport a ce qui va suivre, il est intéressant de considérer également la
densité spectrale d’énergie :

sin(m fAt) 2

SH=1Z2GH% = [2AAL AL cos(m fto) (2.15)

Les densités spectrales d’amplitude et d’énergie sont représentées a la figure 2.5.

1 -
Sosf
(@
0
| | | | |
-4 -2 0 2 4

1

-10 -8 -6 6 8 10
2 T T T
| S\ / \ A |
I 0
_1 - -
(b)
-2 ! ! ! ! ! ! !
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
T
4r P B
-
3r i N ~
e / N
o 2k / N\ i
L v \ i
L J\ AN
0 s = Lz ! ! ! ~ e
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

FIGURE 2.5.: Deux impulsions rectangulaires symétriques (a) avec ses densités spec-
trales d’amplitude (b) et d’énergie (c)
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

2.3. Calcul de quelques transformées

Afin de mieux saisir les implications de la TF, calculons les transformées de quelques
signaux importants en traitement du signal.

2.3.1. Exponentielle décroissante

Dans ce cas, z(t) vaut

0 si t<0
x(t) = exp(—at) e(t) = (2.16)
exp(—at) si t>0

4 2
1

0.8 3 1

- 06 = =

g g2 X 0
0.4

0.2 1 -1

e 0 -2

0 2 4 6 -2 0 2 -2 0 2
temps fréquence fréquence

FIGURE 2.6.: Exponentielle décroissante et ses spectres (module et phase)

L’application de la définition de la TF conduit & :

+o0o
X(jf) = / exp(—at) exp(—j2r 1)t

d’ou : )
X(7f)= ——
(f) a+ j2nf

Pour illustrer le théoreme de 1’énergie, calculons I'énergie de ce signal dans le do-

maine temporel :
+00 +oo 1
W = / 2 (t) dt = / exp(—2at) dt = —
—00 0 2a

(2.17)

et dans le domaine fréquentiel :

+00 e q
wo— /_ X G df:/_ Wéwf)?
o f |7 1
= —— arctan ——
Ta a

e 2a

On retrouve bien entendu le méme résultat dans les deux cas.
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2.3. Calcul de quelques transformées

2.3.2. Exponentielle décroissante symétrique

Ce signal est décrit par :

z(t) = exp(—alt]), —oo<t< +o00 (2.18)

4 2
1

0.8 3 1

. 0.6 = =

g 2 2 g 0
0.4

0.2 1 -1

0 0 -2

-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
temps fréquence fréquence

FIGURE 2.7.: Exponentielle symétrique et ses spectres (module et phase)

De maniere plus explicite, on peut encore 1’écrire sous la forme
x(t) = exp(+at) e(—t) + exp(—at) €(t) (2.19)

On a alors :

—00

0 oo
X(jf):/ exp(+at) exp(—j2m ft) dt+/ exp(—at) exp(—j2m ft) dt
0
d’ou :

. 1-0 0—1 2
x0T = a—j2nf - —(a+j2nf) a2+ (27f)2 (2:20)

On remarquera que z(t) étant pair, sa transformée est réelle.

2.3.3. Signal constant unité

Le signal constant unité vaut simplement 1 quelque soit ¢t € (—o0,+00). Au sens
des limites, il peut étre décrit a partir de I'’exponentielle symétrique :

z(t)=1= lirré exp(—alt]), —oo <t < +o0 (2.21)
a—

Ce passage par la limite est nécessaire car le signal constant n’est pas intégrable en
valeur absolue et sa transformée de Fourier ne peut donc pas étre calculée a partir
de sa définition. Par contre, partant de I’exponentielle symétrique, on a :

X(f) = lim —— P

BETOTE | o w foo
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

Ce résultat coincide avec la définition d’une impulsion de Dirac. La TF d’un signal
unité est donc une impulsion de Dirac située en f =0 :

X(5f) =o(f) (2.22)

2.3.4. Saut unité

Le calcul de la TF d’un saut unité €(t) (figure 2.8) nécessite également quelques
précautions, car ce signal n’est pas intégrable en valeur absolue. Mais, constatant
que 'on a :

1 =e€(t) + e(—t)

et désignant la TF de €(t) par E(jf), il vient :
TF{1} =6(f) = EGS) + E*(Gf) =2E:(f)

De ce résultat, on en déduit que la partie réelle E,.(jf) vaut 6(f)/2.

Il reste encore & trouver la partie imaginaire de E(jf). Pour ce faire, on peut
remarquer que le saut unité peut également s’écrire sous la forme :

0 si t<0
e(t) = (2.23)
lim, o exp(—at) si t>0

dont la transformée (équation 2.17) est purement imaginaire et vaut 1/(j27f). On
obtient donc finalement :

EGS) = EGf) + 1 EG) = S8(f) + — (2.24)

2 j2nf

2.3.5. Phaseur

Pour calculer sa TF, considérons le fait qu'un phaseur de fréquence f, peut s’écrire
comme suit :

x(t) = exp(+727 fot) = Lllli% exp(—a [t]) exp(+j27 fot) (2.25)

Utilisant la TF de l’exponentielle symétrique (équation 2.20) et la propriété de
modulation, on a :

20 0 si f#fo
X(if) = lim — ;=
a=0 g2 + (27 (f — fo)) o st f=fo

La TF d’un phaseur de fréquence fy est donc une impulsion de Dirac située en
f=lo: ‘
X(Gf)=0o(f = fo) (2.26)
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2.3. Calcul de quelques transformées

X(t) [X(@f) O X(if)
2 2
1
@ 15 1
c
205 1 0
=)
©
0 05 1
0
0 -2
-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
1 1 2
» 05 1
g 05
o
O
-0.5 -1
-1 0 -
-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
1 1 2
0.5 1
1]
2 o 05 0
]
-0.5 -1
-1 0 >
-5 5 -2 0 2 -2 2

FIGURE 2.8.: Signaux et densités spectrales d’un saut unité, d’'un cosinus et d’un
sinus
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

2.3.6. Signal sinusoidal

Comme un signal sinusoidal est constitué de 2 phaseurs conjugués complexes (loi
d’Euler), sa TF comportera 2 impulsions de Dirac située en + f. Plus précisément,
on aura :

O(f — fo) +6(f + fo)

x(t) = cos(2m fot) = 5

|:e+j27l'f0t + e—jQﬂ'fot] X(]f) —

N | —

(2.27)

: Loy : _ §(f — fo) = 6(f +
:p(t) = SIH(QWfot) = 2_ [e+327rf0t _ 6—327rfot] PR X(]f) _ (f f0)2 : (f fO)
J J
(2.28)
La premiere TF est réelle, car la cosinusoide est paire, alors que la deuxieme TF
est imaginaire car la sinusoide est impaire. On notera que les modules des densités
spectrales sont les mémes et que seuls different leurs arguments (figure 2.8).

2.3.7. Impulsion sinusoidale

Parmi les propriétés des transformations de Laplace et Fourier, nous avons vu qu’a
un produit de convolution dans le domaine temporel correspond un produit simple
dans le domaine complexe :

y(t) =ht)@z(t)  «—  Y(f) =H0S) - X0GS) (2.29)

L’inverse de cette proposition est également vraie et elle est tres pratique pour
calculer le spectre de signaux modulés en amplitude. Elle s’exprime comme suit. A
un produit simple dans le domaine temporel correspond un produit de convolution
dans le domaine complexe :

y(t) =m(t) -x(t)  «—  Y(f)=M(Gf) @ X(f) (2.30)

Considérons comme exemple une impulsion sinusoidale de durée At (fig. 2.9¢)

cos(2mfot) si |t] < &
y(t) =

0 si [t] > 4

Voyant que ce signal est équivalent a la multiplication d’une sinusoide permanente
(fig. 2.9a) par une impulsion de largeur At (fig. 2.9b), on a :

1 si |t <

y(t) = m(t) - x(t) = m(t) - cos(2m fot) avec m(t) =
0 si [t >4t
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X(t)

m(t)

X(t)

2.3. Calcul de quelques transformées

2
1
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FIGURE 2.9.: Impulsion sinusoidale et son spectre
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

Sachant que les spectres des signaux z(t) et m(t) valent respectivement

X(f) =5 (6(f + fo) +6(f = fo)
M(jf) = AAtsinc(fAt)

et que la convolution entre une fonction et une impulsion de Dirac reproduit la
fonction a I'endroit o se situe I'impulsion, on voit que le spectre de I'impulsion
sinusoidale vaut

Y(if) = M(f) ® X(if) = 22

(sine((f + fo) At) + sine((f — fo) At))

On constate ainsi que le spectre d’une impulsion sinusoidale de durée At est consti-
tué de deux sinus cardinaux situés en +fy et —fy (figure 2.9¢).

2.4. Quelques conclusions

2.4.1. TF des signaux périodiques

Du paragraphe précédent, on retiendra que la transformation de Fourier s’ap-
plique également a des signaux périodiques, c’est-a-dire a des signaux de puissance
moyenne finie. Dans ce cas, les raies spectrales de la série de Fourier sont remplacées
par des impulsions de Dirac.

2.4.2. Relations avec la transformation de Laplace

Les définitions des transformées de Fourier et Laplace montrent une forte similitude.
On a en effet

XG0 = [ attyes(—gan oy

+o0o
X(s) = / z(t)exp(—st)dt avec s=o+ j2nf
0

Si on a défini des transformations si proches, mais malgré tout distinctes, c¢’est que
tous les signaux ne sont pas transformables de Fourier et/ou de Laplace. En effet,

I'existence de ces transformations entrainent les restrictions suivantes :
— pour la transformation de Fourier, il faut que le signal soit intégrable en valeur

absolue et que le nombre de ses discontinuités soit fini :

/_+OO (1)) dt < o

[e.9]

— pour la transformation de Laplace, il faut que :

+oo
/ |z(t)e™™| dt < oo

o0

autrement dit, il faut que le signal z(¢) pondéré par une exponentielle amortie
soit intégrable en valeur absolue.
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2.5. Extension de la transformation de Fourier

Des deux points ci-dessus, il découle que les signaux temporaires (& énergie finie) et
les signaux permanents périodiques ou non (& puissance fine) possédent une trans-
formée de Fourier mais pas nécessairement une transformée de Laplace. Ainsi en
est-il de 'exponentielle symétrique et, au sens des limites, des signaux périodiques.

Par contre, des signaux démarrant en ¢t = 0 tels qu'une rampe z(t) = a - te(t),
une parabole z(t) = a - t*€(t), ne sont pas transformables de Fourier, alors qu’ils
possedent une transformée de Laplace.

Il existe d’autre part des signaux qui posseédent les deux transformées ; par exemple,
les signaux amortis démarrant en ¢ = 0. Et d’autres qui n’en possedent aucune ; par
exemple z(t) = a -t pour —oo < t < +00.

On trouvera en fin de chapitre une table illustrée des transformées de Fourier tirée
de l'ouvrage de F. de Coulon [2].

2.5. Extension de la transformation de Fourier

Le spectre d’énergie des deux impulsions étudiées a la section 2.2.3 montre une
grande similitude avec la figure de diffraction de Fraunhofer due a deux fentes
étroites (figure 2.10). En réalité, il s’agit bien plus que d’une similitude car on
montre en physique que toute figure de diffraction est la transformée de Fourier de
I’objet qui en est la cause.

De cette analogie, on déduit que la notion de transformation de Fourier peut étre
étendue a des espaces a plusieurs dimensions. Cette transformation de Fourier mul-
tidimensionnelle est définie de maniére similaire & celle que nous avons étudiée
jusqu’a présent
+00
z(t) - X(jf) = / x(t)exp (—j2m ft) dt (2.31)

—00

avec f représentant la fréquence des oscillations, c¢’est-a-dire le nombre de périodes
par unité de temps. Cette fréquence est mesurée en [Hz| ou, de maniere plus fonda-
mentale, en [1/sec].

Dans le cas particulier d’'une image (espace a deux dimensions), on a affaire & une
intensité lumineuse ¢ fonction des coordonnées z et y

i=i(x,y) (2.32)
Sa transformée de Fourier est alors définie comme suit

+oo +oo
i(@,y) = I(furif,) = / / (e, y) exp (—j2r fo ) exp (—j2m f, y) dedy

(2.33)
Ici, les fréquences spatiales f, et f, représentent le nombre de périodes par unité de
longueur mesurées en [1/m]. Une illustration des spectres spatiaux (ou des figures
de diffraction) d’ouvertures circulaire et carrée est donnée a la figure 2.11; on y
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES
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FIGURE 2.10.: a) Deux impulsions rectangulaires et leurs spectres d’amplitudes et
d’énergie
b) Figure de diffraction causée par deux ouvertures étroites [3]
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2.5. Extension de la transformation de Fourier

(i

50

1

J

y -50

Original

Passe-haut

Passe-bas

FIGURE 2.11.: a) Transformées de Fourier spatiales d'un rond et d’un carré

b) Filtrage spatial de la lettre A avec un masque qui ne laisse passer
que les hautes ou les basses fréquences
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

reconnait la fonction sinus cardinal distribuée dans I’espace des fréquences spatiales
fz et fy.

Comme nous venons de le voir, la notion de transformation de Fourier s’applique
a des fonctions bidimensionnelles. On imagine donc aisément que les principes de
filtrage bien connus en électronique peuvent s’étendre de la méme maniere a des
signaux multidimensionnels. Une illustration en est donnée a la figure 2.11 ot l'on
voit comment 'application de masques dans le domaine fréquentiel permet d’ex-
traire les bords de I'image (filtrage passe-haut) ou de défocaliser I'image (filtrage
passe-bas). On notera qu’un filtrage réalisé avec un masque constitué simplement
de 0 ou 1 n’est pas optimum car il entraine les effets de franges bien visibles sur les
images.

FIGURE 2.12.: Alphabet de Fourier (partiel) avec le mot & découvrir

Une expérience amusante consiste a lire un texte dans l’espace de Fourier si, au
préalable, on s’est familiarisé avec les spectres bidimensionnels des majuscules de
I'alphabet (figure 2.12). Quelques instants d’observation montrent qu’il est possible
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2.5. Extension de la transformation de Fourier

de reconnaitre les lettres de 'alphabet simplement & partir de leur transformée de
Fourier spatiale. Dans cette figure, seules vingt images de 'alphabet sont présen-
tées dans l'ordre alphabétique; les lettres manquantes peuvent étre retrouvées en
essayant de se représenter leur spectre. Apres avoir trouvé les lettres manquantes,
on peut rechercher le mot écrit avec cet alphabet.
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

2.6. Table illustrée de quelques transformées de

Fourier [2]

15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER

x (1) X(f) XN
rect (¢/T) M
1 nfT T
. =Tsinc(fT)
- !
-T2 0 T2 Y
impulsion rectangulaire or
tri(t/T) =Tsinc®(fT) |
; |
1 ‘
-r o T

impulsion triangulaire

e dTe(r)

a+j2nf
atrl 2a
a*+ (2xf)? /\
—l/a 0 lja -
sl
double exponentielle aitem)
2
| ig(t)=c’ ig(fy=e ™/ i
| i |
I
o
. “to -1 0 1
impulsion gaussicnne
i 2nf,

Y\ e @lsin(Qnf, t)e(r)
FANPNE

DAV

(@+j2nf)?+ Qufy)?

?

i
\ |
1

sinusoide amortie - o' fo= T‘
‘ a+j2nf
1 -at ) i
e cos(2nf 1)e(t) @13200)7 + Qg |
VA /\ /\
o[\ N SN
fa O fo=T7

cosinusoide amortie
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2.6. Table illustrée de quelques transformées de Fourier [2]

15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suite)

signal cosinusoidal

x(1) X(f) 1X ()
(e —e" 0y e(n) : -t
b-a (@+j2nf) (b +j2nf) (ab)
' /
0 o'
§5(r) 1
| )
| . 4
0 0 o
mpulsion unit¢ (Dirac)
K Ks(f)
K
' K f
0 0! -~
constante
1 5 .
l‘ e (1) 3 (f)+ 247 ?
0 0! -
saut unité
[ sgn (1) = L A 3¢
1 * g i -?#o
!
0 o = Q‘ bl ,/ \f
-1 Or ——
fonction signe
A
| cos(2nf 1) -rect (1/A) Py {sinc[A(/+/’rj)}
“{A[\ l /\%-’3 ! T :
! : +smc[A(f—fo)]} |
TR Lo
-4 Ol foi_]
impulsion cosinusoidale A
I _ ! .
| cos(2n/ft) 715(/ +f) =8 (=) i
N[ - L
0 /5" 1 I !
\/_1', \/ ° i -~
' 0 [o=T7"
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suite)

x () X X (N
! cos Qnfy 1) —i-[é(fﬁ-fo)-*-&(f—fo)l :
\ N/ ~ d
+ 1 2
o[ \ /5" I ] L
_ 4 1
: i ~fo 0 fo=T7
signal cosinusoidal
o 1
1 sin (2afyt) -5[5(f—fo)“5(f+/;)]
J\ /\ { ! - L
Y =55t ZI \ d
71 _ = 71
signal sinusoidal fo 0 fomT
jamf,t s(f—
+5 ]m\ e ° (f fo) ‘
- N1 Re ‘ 1‘ s
8 =2nft o' s
~j
Mot . nr g n
‘ E XyeTT X”6< “7)
T A
!
- 4 i
—2TU0\¥U \ar H”‘ HHlf
=1
signal périodique o
Arep 7{2rect (20/T) EX,,é(f—n/T)
lA —rect (t/T)} n
—R/? - avec 37!
2 ! f
T T A Xp=Asinc (n/2) oo TO TI_‘Y :
1-4
onde carrde ——| pourn==+1,¢5,.
- nn
2A
—!;—n— pourn=2+3,+7, .
X, =0 pour n nul ou pair
Arep rlrect (1/8)] 2 X,6(f—n|T) avec
! n AAIT
A
ﬂ m ﬂ ! Xn=A——Asinc(nA/T) IM
-T —%AO —’z-A T T ettt e h!..‘ -u_x!lu. .
suite d'impulsions rectangulaires 0,-14
()= T su-nT) L T r-2)=1s, ()
TW= . T nile T 1Y
1 T
RARRENERANS ERERE

-TOT
peigne de Dirac
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2.7. Exercices

2.7. Exercices

TF 1 A partir de la seule observation du signal temporel de la figure 2.13, précisez
ce que vaut sa densité spectrale en f = 0 puis calculez et esquissez sa transformée
de Fourier.

15r y

()

temps [msec]

F1GURE 2.13.: Exercice TF1

TF 2 Partant de la TF d’une impulsion rectangulaire et de la propriété d’intégra-

tion, calculez les TF de z(t) et y(t) (figure 2.14). Apres calculs, vous remarquerez

que Y (jf) peut s’écrire sous la forme d'un sinc?.

TF 3 Partant de la TF d’une impulsion et d’un saut unité, trouvez celle de z(t)
(figure 2.14). Est-il possible de trouver Z(jf) & partir de Y (jf)? Vous pouvez
vérifier votre résultat en calculant Z(jf = 0) qui doit étre égal & At/2.

TF 4 Soit un signal carré périodique symétrique (& valeur moyenne nulle) d’am-
plitude A. Esquissez

1. le signal z(t);
2. le spectre que 'on obtient avec les séries de Fourier ;

3. le spectre que 'on obtient avec la transformation de Fourier.

TF 5 Considérant le signal xz(t) = exp(—a |t|), calculez et esquissez z(t) et X (jf),
puis vérifiez les 2 égalités suivantes :

0 xO= [ evar, v w0 = [ X6

[e.e] —00
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1, |
2o
-1k : ‘ ]
-400 -200 0 200 400 600
1, -
o5t |
0 | I I
-400 -200 0 200 400 600
17 T T T |
E05¢ .
0 | 1 I
-400 -200 0 200 400 600
temps [msec]
FIGURE 2.14.: Exercices TF2 et TF3
TF 6
’ \ \ fréquence temps
1 la partie réelle de X (jf) est nulle

2 la partie imaginaire de X (jf) est nulle

3 il existe un décalage ¢y tel que
exp(j2mfto) X (jf) est réel

4 il existe un décalage t tel que
exp(j2m fto) X (jf) est imaginaire

5 X (jf) est continu

1. Considérant les cinq propriétés fréquentielles du tableau ci-dessus, exprimez

leur équivalent temporel dans la colonne de droite.

2. Pour chacun des signaux temporels de la figure 2.15, quelles sont les propriétés

du tableau qui s’y appliquent ?
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3. Construisez un signal qui ne possede aucune des cing propriétés mentionnées

dans le tableau.

1
@ 1
(b)
0.5
0 0.5
-0.5
-1 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
1 © 1 ()
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
1
1 ®
@)
0.5
0.5 0
-0.5
0 -1
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

F1GURE 2.15.: Exercice TF6

X(t)

temps [msec]

FIGURE 2.16.: Exercice TF7

TF 7 Soit X(jf) la transformée de Fourier du signal z(¢) de la figure 2.16. Sans

calculer explicitement X (jf), recherchez :

5



2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

1. la densité spectrale de phase de X (jf);
2. la valeur de X(f =0);
3. la valeur de [">° X (jf)df ;

4. la valeur de [ |X(jf)” df.

TF 8 Connaissant la TF d’une sinusoide amortie démarrant en ¢t = 0

e\ 2m fo
XUI = ¥ janp + @np

1. calculez la TF d’une sinusoide non amortie démarrant & l'instant ¢ =0

2. esquissez les modules des spectres X (jf), Y(jf) et celui d'une sinusoide per-
manente ;

3. discutez les différences existant entre ces trois spectres.

TF 9 On applique une exponentielle décroissante u; (t) = Uy exp(—at) €(t), d’amor-
tissement

a = 100[1/sec] a un filtre passe-bas de constante de temps 7 = 1 [msec];
1. calculez la TF Us(jf) de la tension de sortie us(t) du filtre;

2. utilisez le tableau des transformées pour déduire I'expression temporelle de

TF 10 Soit un message m(t) = Acos(2rfit) modulé en amplitude par une por-
teuse sinusoidale p(t) = sin(27 fot) :
1. calculez la TF du signal modulé z(t) = m(t) - p(t) = A sin(27 fot) - cos(27 f1t) ;
2. esquissez le spectre du signal modulé | X (jf)| si f; = 10 [kHz] et f = 800 [kHz] ;

3. idem 2) lorsque le signal m(t) possede un spectre continu |M (j f)|triangulaire
et non-nul entre 2 [kHz] et 10 [kHz].

TF 11 Soit le signal :
Upcos(2m fot)  si |t| <t
u(t) =
0 si |t| > 1y
1. esquissez u(t) ;
2. calculez sa TF U(jf);
3. esquissez |U(jf)| pour Uy =1[V], T =1/fy = 1[msec|], ty= 10 [msec].

Ce signal correspond a l'observation d’une fonction sinusoidale pendant une durée
finie 2ty. On remarquera, une fois le calcul effectué, que l'analyse spectrale d'une
sinusoide pendant une durée finie revient & remplacer les raies spectrales situées en
f = £fo par la fonction sinus cardinal.
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TF 12 Soit la fonction :

S[1—cos(2nfot)] st <

Sl

u(t) =

0 si |t >

Sl

esquissez u(t);
calculez sa TF U(jf);

esquissez U(jf) et la TF d’une impulsion rectangulaire de méme durée ;

Ll

observez les différences.

TF 13 Connaissant la transformée E(jf) d'un saut unité €(t), calculez la trans-
formée S(jf) de la fonction signe s(t).

TF 14 Montrez qu'un produit simple dans ’espace des fréquences correspond &
un produit de convolution dans ’espace temps :

400

YGf) = XGH)-HGH & y(t) = () @ h(t) = / £(0)h(t — 6)d0

—00

Pour démontrer ce résultat important et bien connu, vous pouvez d’abord exprimer

la TFIde Y(jf) :

i) = [ CYGheap(rimfodf = [ HGHXGeap(+i2n foydf

—0o0 —00

puis y introduire la TF de z(¢) :

xGn - [ " e(0)eap(—j2n f0)do

—0o0

TF 15 Considérant la réponse d’un filtre h(t) dont le spectre est le suivant :

1 si|f] < 100 [He]
H(jf)=
0 sinon
1. esquissez H(jf);
2. calculez, puis esquissez h(t) ;

3. ce signal correspond & la réponse impulsionnelle du filtre décrit par H(jf); ce
filtre est-il réalisable ? pourquoi ?
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2. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

TF 16 Considérant un signal u(t) dont le spectre est le suivant :

1 si100[Hz] < |f] < 200 [Hz]
UGif) =

0 sinon

1. esquissez U(jf);
2. calculez puis esquissez u(t) ;

3. que vaut son énergie ?

TF 17 Utilisez la transformation de Fourier pour trouver le courant circulant dans
un circuit RC série sachant que le signal appliqué est un saut de tension d’ampli-
tude E.

TF 18 On applique une fonction signe w;(t) d’amplitude E & un filtre RC passe-
bas.

1. utilisez la transformation de Fourier pour trouver la tension de sortie;

2. esquissez uy(t) et uq(t).

TF 19 On applique une exponentielle symétrique u, (t) = Upexp(—a |t]) & un filtre
passe-bas de constante de temps 7.

1. avant de vous lancer dans les calculs, esquissez u;(t) et imaginez ce que peut
étre usy(t) ;

2. calculez la tension de sortie du filtre.

La marche a suivre est la méme que celle utilisée avec la transformation de La-
place : décomposition en somme de fractions simples puis recherche des coefficients
par identification avec des transformées connues.

TF 20 On applique une exponentielle décroissante u;(t) = Uy exp(—at) - €(t) & un
filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f..

1. exprimez Ui (jf) et Us(jf); esquissez leur module ;

2. en admettant Uy = 10[V] et @ = 1000 [1/sec], calculez les énergies E; et Fs
des signaux d’entrée et de sortie lorsque :

(a) fo=1[kH: (b) f=£.
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TF 21 On applique & un filtre passe-bas de constante de temps 7 = 1 [msec| un
signal u;(t) dont le spectre est défini par :
1[V/Hz]  si100[Hz| <= |f| <= 300 [Hz]
Ui(5f) =

0 sinon

1. exprimez la fonction de transfert H(jf) du filtre; que vaut sa fréquence ca-
ractéristique f,.7

esquissez U1(jf), H(jf) et Us(jf) pour —500 [Hz] < f < +500 [Hz] ;

quelles sont les énergies F; et Fy des signaux d’entrée et de sortie?

comment évoluera Fjs si la constante de temps 7 diminue ?

Gl W

comment calculeriez-vous us(t) 7 Ne faites pas les calculs, mais précisez point
par point votre démarche ; essayez d’entrevoir les difficultés de ce calcul.

TF 22 On applique a un filtre passe-bas de constante de temps 7 = RC =
10 [msec| une tension exponentielle u;(t) = 10 exp(—at)e(t) avec a = 1000 [1/sec].
1. esquissez uq (t) et us(t);
2. calculez les énergies contenues dans les signaux d’entrée et de sortie. !

TF 23 On applique une impulsion de Dirac §(¢) a un filtre passe-bande dont la
fonction de transfert vaut :

ojj;—f 1
Hiif) = —" s D=
1+D0;—0+<§—§> 0

1. esquissez les spectres des signaux d’entrée et de sortie;

2. exprimez I’énergie du signal de sortie contenue dans la bande passante Af

sachant que :
1 1

fozmzl[kHz] DOE@:OJ

fis = % [ﬂ:1+\/1+4Q3} Af = foDq

TF 24 Considérant le spectre X (jf) de la figure 2.17 constitué d’un sinus cardinal
d’amplitude X (0) = 2- 1073 et de 2 impulsions de Dirac de surface 1/2, trouvez
puis esquissez le signal x(t) correspondant.

1. Si le calcul de lintégrale définie nécessaire pour obtenir 1’énergie vous parait trop difficile,
essayez la démarche suivante :

a) esquissez la fonction & intégrer ;
b) estimez des limites raisonnables pour la valeur de ’énergie;

¢) a laide d’un petit programme (une douzaine de lignes), intégrez numériquement la densité
spectrale d’énergie. Si le nombre de pas est suffisant, le résultat obtenu sera tout & fait
satisfaisant.
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20 x 10
15+ :!
10+ 1/2 1/2 : .
—
=
<
5 | |
0 /\\/ \//\

_5 L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
fréquence [kHz]

FIGURE 2.17.: Exercice TF24

TF 25 A partir du signal x(t) = exp(—at)e(t), trouvez le spectre de y(t) = sgn(t).
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3. Eléments d’analyse spectrale
numérique

3.1. Passage dela TF ala TFD

L’échantillonnage des signaux analogiques est étudié en détail par ailleurs. Pour ce
qui suit, il suffit de savoir que tout signal analogique xz(t) est acquis & un rythme
régulier dicté par la période d’échantillonnage 7. et qu’il est stocké en mémoire
d’ordinateur. Ces signaux z[n] sont des signaux numériques obtenus a l'aide d’un
convertisseur analogique-numérique (figure 3.1) et tels que

z[n] = (t)]—pr, (3.1)

4 X(1) 4 X[n] = Xx(t=nTg)

Signal échantillonné

FIGURE 3.1.: Acquisition numérique d’un signal analogique

Le passage de la transformation de Fourier (TF) des signaux analogiques x(t) a la
transformation de Fourier discréte (TFD) des signaux numérisés x[n| fait intervenir
trois opérations :
— I’échantillonnage du signal analogique ;
— la limitation de la durée de 'enregistrement de ce signal ;
— la discrétisation de la fréquence pour 'analyse spectrale numérique.
Ces trois opérations, apparemment anodines, ont des conséquences dont il est im-
portant d’évaluer ’étendue. Pour mémoire, on rappelle trois propriétés de la trans-
formation de Fourier dont on aura besoin par la suite :
— au produit simple dans un espace correspond un produit de convolution dans
I’autre
z(t) - y(t) «— X(Gf) @Y ([ [) (3.2)

z(t) @y(t) «— X(Gf)-Y(5f) (3.3)
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3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

— la TF d’un peigne d’impulsions de Dirac est également un peigne de Dirac

o1.(8) ¢ 781,01 3.4)

— la TF d’une impulsion rectangulaire d’amplitude A et de largeur At est un sinus
cardinal

sin(m f At)

A A AA
rect(t/At) <— t Y

= A Atsinc(fAt) (3.5)

Afin de concrétiser au mieux les relations existant entre les espaces temps et fré-
quence, on considérera par la suite que les signaux étudiés sont fournis sous la forme
d’une tension électrique que ’on échantillonne régulierement pendant une durée finie
avant de calculer numériquement son contenu spectral. Ainsi, pour chaque équation,
on pourra préciser les unités des résultats obtenus.

3.1.1. Signaux continus non-périodiques (=TF)

Un signal analogique z(t) et sa densité spectrale X (jf) sont reliés entre eux par les
relations

+o0

X(f) :/_ x(t) exp(—j2m ft)dt [V sec] (3.6)
+oo

o) = [ XGRep(ri2ni [V 3.7)

Ces transformations directe et inverse montrent a 1’évidence, la parfaite symétrie
qui relie les espaces temps et fréquence (figure 3.2.a). A cette symétrie correspond
la propriété suivante :
a un signal temporel continu non périodique correspond un
spectre continu non périodique.

3.1.2. Signaux discrets de durée infinie (=TFi)

On considére ici que le signal continu x(¢) (figure 3.2.a) est échantillonné tous
les multiples de la période d’échantillonnage T,. Cette opération d’échantillonnage
peut étre représentée mathématiquement par la multiplication du signal z(t) avec
un peigne d’impulsions de Dirac distantes de T, (figure 3.2.b)

(t =nT,) = x(t) - 6. (t) (3.8)

On obtient ainsi une suite d’impulsions de Dirac pondérées par les valeurs x (t = nT},)
(figure 3.2.c) ; celles-ci représentent alors le signal discret x[n] = x(t = nT%).

Dans 'espace fréquentiel, le peigne de Dirac temporel d7. (¢) devient un peigne de
Dirac périodique f. (figure 3.2.b)

A(f) = TF{6p, ()} = Tieéfm (3.9)
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a)

c)

d)

e)

g)

3.1. Passage de la TF a la TFD

temps fréquence
Y X(
T t' } fr
S, AD =840/ Te
-ttt 1 o erm
o t e ' +f, ]
x(1)-d7, X ®AQ
e ~
TFi
at ! /2 Iy f
4
w(t) W
— T=N At
- T/2 T/2 t 17T ¢
x(1)- Sq, ) X ®AD ® W(ﬂ
,I
TFf
— T}2 l ‘ T'/2 t fe/Z +fe P ?

A () =387(1) Sar (@

Af= 1T

A N

t

— Y

X(1) T
T n{ f fﬁnf t e =

f TFD

N ——t e N

FIGURE 3.2.: Passage de la TF a la TFD [1]
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3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

Comme le produit simple dans ’espace temps conduit & un produit de convolution
entre les spectres X(jf) et A(f) (figure 3.2.c), on constate que :

a un signal échantillonné ou discret correspond un spectre
continu et périodique f..

Le calcul du spectre X.(jf) d’un signal discret z[n] se fait & partir de la définition
de la transformation de Fourier des signaux continus (équation 3.6). On obtient
alors

X.(5f)=T. Z z[n]exp(—j2m fnT,) [V sec] (3.10)

n=—0oo

Partant de ce spectre X.(jf), on peut bien entendu revenir au signal temporel z[n] :

+fe/2
x[n] = /f B Xe(jf)exp(+j2mfnT.)df [V], —oco<n<+o0 (3.11)

3.1.3. Signaux discrets de durée finie (=TFf)

Dans le cas ou I'on désire traiter numériquement un signal, le nombre de valeurs x[n]
ne peut pas étre infiniment grand. On est donc contraint a ne prendre en compte
qu’'une partie du signal original. Mathématiquement, cette opération de troncation
revient & multiplier le signal z(t) par une fenétre rectangulaire w(t) de largeur T
(figure 3.2.d).

A cette multiplication dans Pespace temps correspond un produit de convolution
dans l'espace des fréquences entre le spectre du signal X (jf) et le spectre en sinus
cardinal de la fenétre w(t). Il en résulte une déformation du spectre original causée
par les ondulations du sinus cardinal (figure 3.2.¢).

Le signal x(t) est enregistré pendant une durée finie 7" en échantillonnant N valeurs
du signal z(t). On a donc 7' = N - T,. La suite de valeurs discrétes xy[n| ainsi
obtenue sera énumérée avec le compteur temporel n compris entre 0 et N — 1 et le
spectre du signal tronqué se calcule alors comme suit

N-1

Xew(if) =T ann]exp(—j2nfnT.) [V sed

n=0

Il est bien clair que les N valeurs temporelles peuvent s’obtenir par transformation
inverse de X, n(jf)

+fe/2
zxn] = / Xon(if) exp(4j2nfnT)df  [V], 0<n<N -1
—fe/2

Remarque Par la suite, aucune distinction ne sera faite entre xy[n] et xz[n] d’une
part, et X, n(jf) et Xc(jf) d'autre part, car le contexte permettra toujours de
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savoir si la longueur N de la suite considérée est finie ou non; les 2 relations ci-
dessus s’écriront alors

X(jf)=T. i x[n]exp(—j2rfnT,) [V sec] (3.12)
+fe/2
ol = [ X ool T )V (3.13)
—fe/2

3.1.4. Discrétisation de la fréquence (=TFD)

Afin de pouvoir calculer numériquement un spectre, il est évidemment nécessaire
de discrétiser la fréquence. En divisant le domaine fréquentiel en N intervalles,
I'incrément fréquentiel vaut Af = f./N et les fréquences analysées, au nombre de
N, sont :

f=k-Af=k-f./N (3.14)

Cette discrétisation de la fréquence n’est rien d’autre qu'un échantillonnage dans le
domaine spectral et les résultats des opérations d’échantillonnage et de multiplica-
tion vues plus haut pour l'espace temps s’appliquent également dans l'espace des
fréquences (figure 3.2.f et 3.2.g) et conduisent & la propriété suivante :

a la discrétisation du domaine spectral correspond un signal
temporel périodique.

Tout se passe comme si la durée d’acquisition 71" correspondait a une période du
signal temporel z[n|. Le spectre considéré a présent est donc un spectre discret que
I'on écrit X [jk] avec 0 < k < N — 1. Tenant compte des relations temps-fréquence,
I’argument du phaseur s’écrit

e .k
+527 fnT, = £j2n kAfnT, = £j27 k:fN nT, = +j27 Wn (3.15)

Le spectre X [jk] et le signal temporel z[n] se calculent alors comme suit

N-—1 .
2

X[jk] = T. 3" afn] exp (—‘7 X{k”) [V sec] 0<k<N-—1 (3.16)

n=0

N-1 .
1 ok

oln) = o S X[jk]exp (+] ]7; ”) V] 0<n<N-1 (3.17)

¢ k=0

3.2. Relations temps-fréquence

Comme les domaines temporel et fréquentiel sont discrétisés avec le méme nombre
de points N, on peut relever que
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3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

1. 'espace du temps est caractérisé par la durée de 'enregistrement 7' et par
I'incrément temporel At (qui n’est autre que la période d’échantillonnage T)
tel que

At=T,=— (3.18)

2. 'espace des fréquences est caractérisé par l'incrément fréquentiel Af et la
fréquence maximum f,,,, qui n’est autre que la fréquence d’échantillonnage
fe

fous _ Je

Af =
/ N N

(3.19)

Ces deux relations ayant en commun la période d’échantillonnage 7. et son inverse
la fréquence d’échantillonnage, on a

L r__1
e N N-Af

At

T, (3.20)

On en déduit donc trois relations importantes liant les domaines temporel et fré-
quentiel

Af:% (3.21)
S
fma:v — fe - At Te (322)
ArM::% (3.23)

De plus, comme le spectre d’un signal échantillonné est périodique f., on définit la
fréquence de Nyquist fy comme étant la limite du domaine d’analyse spectrale

_/fe

fx =

(3.24)

Les relations que nous venons de voir peuvent se traduire par les propriétés sui-
vantes.

1. L’incrément fréquentiel Af est l'inverse de la durée temporelle T.

2. La période spectrale f,,.. = f. est U'inverse de l’incrément tempo-
rel At.

3. Le domaine d’analyse spectrale se limite au domaine de Nyquist
compris entre +f./2 =+ fy.

4. Pour un nombre donné de points N, il n’est pas possible d’avoir
stmultanément une trés bonne définition temporelle (At petit) et
une trés bonne définition fréquentielle (Af petit).

Une illustration des relations existant entre les domaines temporel et fréquentiel est
donnée dans la figure 3.3.
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b @), xin]

A=Te=1/fg

| t = nAt
—(r S S B B B B B B N R
0 5 T = NAt N'L "
[ il
NAt t
| — | -—
At=Te tmax=T
Af fmax = fe
I — I -
NAf f
A
[Xe (I, IX[K]| fe=1/Te =N Af
Af
fe /2 fe f = kAf
| | | | | | | | -
1 1 1 1 1 1 1 1 K
N-1
1/2 1 f/fe
| -
T 27 Q

Fi1GURE 3.3.: Relations temps — fréquence
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3.2.1. Analyse spectrale avec Matlab

Dans la section suivante, on précisera ce qu’est la transformation de Fourier dis-
crete ou FFT (Fast Fourier Transform). Mais par rapport & ce que nous venons
de voir, il vaut la peine de montrer ici combien 'analyse spectrale d’un signal x()
est simple a faire. Dans Matlab, elle se réduit aux cinq lignes du programme ci-
dessous consacrées au domaine fréquentiel. Le résultat graphique en est présenté a
la figure 3.4.

% domaine temporel

Te = 0.1e-3;

tmin = -10e-3; tmax = 10e-3;

tn = tmin:Te:tmax - Te;

TO = 2e-3;

xn = b*cos(2*pi*tn/TO + pi/3) + 2xsin(6*pi*tn/TO - pi/4);

% domaine fréquentiel

fe = 1/Te;
duree = tmax - tmin;
df = 1/duree;

ff = 0:df : fe-df;
Xjf = fft(xn) / length(xn);

% graphes

subplot(2,1,1);

plot(tn,xn);

xlabel(’temps [sec]’); ylabel(’x(t)’);
subplot(2,1,2);

stem(ff, abs(Xjf));

xlabel (*fréquence [Hz]’); ylabel(’ [X(jf)I|’);

3.2.2. Pulsation normalisée

Dans ce qui précede, on a constamment vu apparaitre un phaseur faisant intervenir
largument +j527n fT, :
exp (72 n fT,)

Il est donc naturel de chercher a alléger I’écriture en définissant la pulsation numé-
rique ou normalisée @ qui s’exprime en radians (figure 3.3) :

Q=2 fT, = 27rfi [rad] (3.25)

e

Comme le spectre de base est compris entre £ f./2, on voit que la pulsation norma-
lisée prendra ses valeurs entre £ et que les transformations de Fourier s’écrivent :

Xe(jQ) =T. Y z[n]exp(—jnQ) [V sec] (3.26)

n=—oo
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x(t)

_10 | | | | | | | | |
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002  0.004  0.006 0.008 0.01
temps [sec]

fréquence [Hz]

FIGURE 3.4.: Résultats d'une analyse spectrale simple

il = 2 [ X exp(ajn)da [V (3.27)

3.3. Transformation de Fourier discréte

3.3.1. Définition de la TFD

En observant les relations (3.16) et (3.17), on constate que, mis & part le changement
de signe du phaseur et les coefficients précédant la somme, les calculs du spectre
X|[jk] ou du signal z[n| se font de la méme maniere. Ceci conduit & définir les
algorithmes des transformations de Fourier discretes directe ou inverse comme suit :

i 21kn
Xplik] = x[n] exp (—j N > V] 0<kE<N-1 (3.28)
n=0
iy 21kn
xpln| = Xpljk]exp (+‘7 N ) V] 0<n<N-1 (3.29)
k=0

Comme ces deux définitions ne different que par le signe de l'exponentielle qui
pondere les signaux x[n| et Xp[jk], on voit qu'un méme algorithme peut étre utilisé
pour les transformations de Fourier directe et inverse. Alors les résultats de la TFD
ainsi définie sont reliés aux spectres et signaux réels par les relations suivantes :

X[jkl =T. - Xp[jk] (3.30)
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3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

(3.31)

La figure 3.5 illustre le passage du domaine analogique au domaine numérique ot
I'on a, d'un coté, des signaux et des spectres continus alors que de 'autre, on n’a
que des valeurs numériques stockées en RAM.

3.3.2. TFD d’un signal périodique

Nous avons vu que le passage de la TF a la TFD peut modifier de maniere sensible
les résultats de I'analyse spectrale a cause de la troncation. Par contre, si le signal
temporel x(t) est périodique, on peut se trouver dans la situation idéale ou les raies
spectrales du signal xp(t) sont en parfaite coincidence avec les raies analysées par
la TFD. Pour remplir cette condition, il suffit d’enregistrer trés exactement une ou
plusieurs périodes du signal temporel.

En comparant les définitions de la décomposition en série de Fourier :

+T/2 o
Xorlibl = 7 [ erltyesp (-2 ) (3:2)
5= Y Narliflesy (+j2;i“) V] (3.33)

avec celles de la TFD (équations 3.28 et 3.29 ), on voit alors apparaitre les relations
suivantes :

Xelj] = X2IM (3.31)
ot = nT,) = 22l (3.35)

3.3.3. TFD et FFT

La découverte de la transformation rapide de Fourier en 1965 par Cooley et Tu-
key [3] a été d'une importance majeure pour le traitement du signal car elle a
permis d’envisager l'analyse spectrale numérique de signaux de longue durée en
des temps raisonnablement courts. L’algorithme de Cooley et Tukey a tres vite
été connu sous le nom de transformation rapide de Fourier et il est généralement
désigné par son appellation anglo-saxonne : FFT (Fast Fourier Transform).

Il est aisé de voir que le nombre d’opérations arithmétiques (sommes et produits)
nécessitées par la TFD d’une suite de longueur N est proportionnel & N2. Ce qui,
pour une suite de longueur 1000, conduit a calculer 1’000’000 de sinus et cosinus
suivis d’une addition et d’une multiplication ; les temps de calcul deviennent tres
vite prohibitifs..
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3.4. Relations entre les domaines analogique et numérique

L’algorithme de la FFT utilise le fait que I'opération de la TFD globale peut étre
décomposée en la TFD de séquences de plus en plus courtes. Il en découle alors
que le nombre total d’opérations est bien inférieur & celui imposé par la simple
application de I’algorithme de la TFD. En contrepartie, le nombre de points analysés
N doit étre une puissance de 2. Le nombre d’opérations demandées par le nouvel
algorithme est alors fortement diminué et il vaut

Ny, =~ N loga(N) (3.36)

Ainsi, pour transformer 1024 points, le nouvel algorithme demande environ cent fois
moins de temps que la TFD :

N? N 1024

Noy ~ loga(N) — 10

Il ne faut pas se méprendre sur la signification de la FFT : I'algorithme FFT n’est
pas une nouvelle transformation. Ce n’est rien d’autre qu'un moyen rapide d’obtenir
les mémes résultats que ceux fournis par la TFD. Différents algorithmes de FFT
sont présentés dans le livre de Burrus et Parks [4].

3.4. Relations entre les domaines analogique et
numeérique

En conclusion et en résumé de ce que nous venons de voir dans le détail, la figure 3.5
illustre le passage du domaine analogique au domaine numérique. L’interface entre
les domaines analogique et numérique est réalisée par un échantillonneur qui ac-
quiert les signaux & un rythme fixé par la période d’échantillonnage 7, = 1/f.. On
peut noter que, du coté analogique, on a des signaux et des spectres continus (ou
discrets si z(t) est périodique) reliés entre eux par la transformation de Fourier alors
que du coté numérique, on n’a que des valeurs numériques x[n] stockées en RAM
sur lesquelles on travaille avec 1'algorithme de la TFD ou de la FFT pour obtenir
X[jk] (figure 3.5).

Si on considere, comme on 'a vu dans la figure 3.2, que la partie enregistrée x[n|
du signal analogique x (t = nT,) représente une période du signal numérique, on
voit alors que l'analyse spectrale numérique se ramene tout simplement a la série
complexe Xgp(jk) de Fourier et que la connaissance des relations suivantes suffisent
pour 'analyse spectrale d’un signal analogique dont on a enregistré N valeurs a la
fréquence f. = 1/T, :

Xpljk] = FFT (z[n]) « xp[n] =IFFT (Xp[jk]) (3.37)

Xsp(jk)IX[;\[;k] :FFT]\Sx[n]) - x[n]:x?\[fn] (3.38)
1 f€

f=0,---kAf - fo—Af avec Af:NTEZN (3.39)
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3.4. Relations entre les domaines analogique et numérique

3.4.1. Calcul et analyse d’une TFD

Afin d’illustrer I'usage de ces relations considérons la suite suivante x[n] = {0, 1, 2, 3}
qui pourrait provenir, par exemple, de I’échantillonnage d’une rampe. Comme la
période d’échantillonnage n’est pas donnée, on admet T, = 1sec. De cette donnée
élémentaire, on en déduit immédiatement

N=4, Af= — 0.25 Hz (3.40)

NT,
t,=0,1,2 3sec, fr=0,0.25 0.5 0.75Hz (3.41)

Il y a donc quatre échantillons temporels et quatre raies spectrales décrites par

3
Xpljk] = TFD(x[n]) =Y afn]e ™" avec k=0,---,3 (3.42)
n=0
Avant de se lancer dans le calcul de Xp[jk], il est est intéressant de noter que
€7j27rkn/N _ (efjlmr/Z)n

On obtient ainsi
~pour k=0, e k2 =1;avecn=0,1, 2, 3

Xplj0]=0-1+41-1+2-143-1=6

~pour k=1, e k2= "2 = _j.avecn=0,1, 2,3
Xpljl] = 0.7 Y2 1.7 U2 4 0. %m/2 L 3. =7/
= 0-1+1-(=j))+2- (1) +3-(+j)=—-2+27
—pour k=2, e 2 =" = _1;avecn=0,1,2,3
Xp[j2] = 0-e " 4142 7T 4377

= 0-14+1-(-1)+2-(+1)+3-(—-1) = -2
—pour k=3, e kT2 =2 = j. avecn=0, 1,2, 3

Xplj3] = 0- e~0I3T/2 4 1. omUBT/2 4 o o~2j37/2 | 3. —3j3n/2
0-1+1-(+))+2-(-1)+3-(—j)=-2-2j

Par simple TFD (ou FFT) directe ou inverse, on bascule ainsi d’'un domaine &
I'autre et I'on a

x[n] =

w N = O
w N = O

Le passage de la TFD Xp[jk| & la série de Fourier bilatérale Xgr[jk] se fait en
divisant le résultat de la TFD par le nombre de points de la suite x[n] apres avoir
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redistribué les composantes spectrales supérieures & f./2 entre —f./2 et 0. Cette

redistribution se fait simplement avec la fonction fftshift :

Xpljk] =

— fftshift —

—2

6

—242j

—2—2j

1
—)——>XSF

N

k] =

-0.5

—0.5 — 0.5]

1.5

—0.5 + 0.5]

On notera ici la situation particuliere de la premiere composante qui n’a pas de
composante symétrique (un conjugué complexe comme pour la deuxiéme compo-
sante). En effet, lorsque N est pair, cette composante se situe sur la fréquence
de Nyquist f./2 et sa valeur sera toujours réelle comme la composante DC. Ce
qui fait, que lors du passage & la description (Ag, ax), les composantes DC et de
Nyquist ne doivent pas étre multipliées par le facteur 2.

| koun [ - 3 [2] 1 o] 1 2 3 4 5 |- ]
’ x[n] H ? ‘ ? ‘ ? ‘ ?‘ ? ‘ 0 ‘ 1 9 3 ? 2 ‘ 2 ‘
Xpljk] || - 2125 -2 227 | 6 | 2425 | 2 |22j] 6 |-242j]---
Xsrjk] -0.5-0.5j | 1.5 | -0.5+0.55 | -0.5
Ay, 1.5] 2/V2 |05
Xk 0 | +37/4 | +m

TABLE 3.1.: Résultats de I'analyse spectrale de la suite z[n] = {0, 1, 2, 3}

x[n]
N

x[n], x(t)

[N

[

w >~ 0 O

IX,; Kl

1 2
instants n

-1 0

1

fréquence k Af

N

3 4
temps: t, nAt

FIGURE 3.6.: Résultats d'une TFD

Les valeurs intéressantes sont réunies dans le tableau 3.1; les cases vides sont
non significatives. Les points d’interrogation rappellent qu’aprés échantillonnage,
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3.5. Spectre d’une sinusoide

on ne sait rien du signal original hormis les valeurs ainsi obtenues. Connaissant les
(Ag, ag), on peut alors calculer le signal continu qui, au sens de Fourier, passe par
les points échantillonnés

= 0.25Hz
(3.43)

3
z(t) = 1.5 4+ V2 cos (27rf0t + Zﬂ) +0.5cos (Anfot +7), fo=

NT,

Dans la figure 3.6, on peut observer les points échantillonnés (graphe a) et le spectre
bilatéral correspondant (graphe b). En revenant au domaine temporel, il est impor-
tant de se souvenir que, vu par l'algorithme TFD, le signal x[n| est considéré pé-
riodique comme le montre également la reconstruction au sens de Fourier du signal

x(t) (graphe c).

3.5. Spectre d’une sinusoide

Il est important de bien comprendre que, dans toute analyse numérique des signaux,
on est contraint d’enregistrer une durée finie du signal et que cette durée finie peut
conduire a des effets indésirables lors de ’analyse.

On a vu que la FFT travaille sur un bloc complet d’échantillons considéré comme
périodique. Cela ne pose aucun probleme dans le cas d’un signal transitoire si celui
a le temps de revenir a 0 avant la fin de 'enregistrement. Par contre, dans le cas de
signaux permanents, les choses peuvent se compliquer sensiblement. Pour le voir,
considérons deux situations pouvant apparaitre lors de 'enregistrement d’un signal
périodique tel qu’'une sinusoide.

3.5.1. Le nombre de périodes enregistrées est un entier

La figure 3.7a illustre un enregistrement de durée 10 ms contenant ezractement
10 périodes d'une onde sinusoidale permanente d’amplitude 1 et de période 1 ms.
Dans ce cas, le signal enregistré, considéré périodique par la FF'T, coincide avec le
signal réel (une sinusoide permanente) et aucune modification de 'information n’est
introduite.

Le résultat de I'analyse FF'T pour cette situation confirme ce que l'on attend, a
savoir que son spectre est constitué d’une raie spectrale bien définie et située en
1 kHz. Les deux raies supplémentaires que l'on peut observer en 3 et 5 kHz sont
dues aux distorsions du signal sinusoidal fourni par le générateur.

3.5.2. Le nombre de périodes enregistrées n’est pas un entier
Dans ce cas, la FF'T analyse un signal qui possede une transition brusque au rac-

cordement du début et de la fin de 'enregistrement. Cette transition possede un
contenu spectral hautes-fréquences qui peut masquer une partie du spectre réel.
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La figure 3.7b montre un enregistrement contenant 10.25 périodes d’une onde si-
nusoidale permanente d’amplitude 1 et de période 1 ms. Dans ce cas, le signal
enregistré, considéré périodique par la FFT, ne coincide pas avec le signal réel (une
sinusoide permanente) et son spectre s’étale dans tout le domaine spectral. Cette
dispersion de la puissance du signal dans tout le domaine fréquentiel porte le nom
d’étalement spectral.

Il est important de réaliser que le phénomene d’étalement spectral est da a la
non-coincidence des valeurs initiale et finale de la durée enregistrée. Dans le cas
de la figure 3.7b, ces effets de bords sont tels qu’ils masquent completement les
composantes spectrales d’ordre 3 et 5 du signal.

Pour éviter ces effets de bords, il faut s’attacher & enregistrer exactement un nombre
entier de périodes du signal et, dans le cas ol cela n’est pas possible, il faut ramener
les deux bords & une valeur identique & l’aide d’une fenétre qui modifie aussi peu
que possible le spectre réel.

N périodes N + 1/4 périodes
R nmne T
05} - 05} :
2 o 0
o5 | | s
R AR RR AR I AR AR AR A RS
0 5 10 0 5 10
temps [ms] temps [ms]
0 ' 0
-20 : -20
“:_Eg -40 -40
>
-60 -60
-80 A A -80
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
fréquence [kHz] fréquence [kHz]

FIGURE 3.7.: Signal sinusoidal et son spectre

3.6. Fenétres d’observation

3.6.1. Quatre fenétres usuelles

Les fenétres utilisées en analyse spectrale sont nombreuses et elles ont été étudiées
extensivement par F.J. Harris [2]. On se contente ici de mentionner quatre fenétres
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3.6. Fenétres d’observation

fréquemment appliquées a l'enregistrement d’un signal. Elles sont définies comme
suit :

Fenétre rectangulaire

wyn]=1 pour 0<n<N (3.44)
Fenétre de Hann
we[n] = 0.5 (1 — cos <27r%>> pour 0<n<N (3.45)
Fenétre de Hamming
wp[n] = 0.54 — 0.46 cos <27r%) pour 0<n<N (3.46)

Fenétre de Blackman

wyln] = 0.42 — 0.5 cos (%%) +0.08 cos <4w%) pour 0<n<N  (3.47)

Rectangle Hann
1 1
0.8 0.8
o= 0.6 o 0.6
5 0.4 = 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.5 0 0.5 1 15 -0.5 0 0.5 1 15
Hamming Blackman
1 1
0.8 0.8
~ 06 - 06
;5 0.4 ? 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.5 0 0.5 1 15 -0.5 0 0.5 1 15
temps temps

FIGURE 3.8.: Fenétres d’observation
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3.6.2. Effet d’une fenétre

Pour bien saisir 1'effet des fenétres dans le domaine spectral, on considere ici les
deux situations présentées plus haut auxquelles on appliquera les fenétres de Hann,
de Hamming et de Blackman (figure 3.9).

Le nombre de périodes enregistrées est un entier Dans ce cas idéal (figure
3.9a), on peut relever quelques différences spectrales 1égeres.

1.

Les raies spectrales du signal original sont également présentes quelle que soit
la fenétre choisie.

Grace au maintien d'une légere discontinuité temporelle, la fenétre de Ham-
ming offre les raies spectrales les plus étroites.

. La fenétre de Blackman qui est la plus étroite temporellement, fournit, comme

attendu, des raies spectrales plus larges.

Le nombre de périodes enregistrées n’est pas un entier Dans la figure 3.9b, on
a repris l'enregistrement contenant 10.25 périodes. Les résultats spectraux obtenus
montrent a ’évidence 'effet de ces 3 fenétres :

1.

la fenétre de Hann fournit un spectre tout a fait satisfaisant sans diminuer
fortement 1’étalement spectral ; ¢’est pourquoi le spectre est un peu large a la
base ;

. la fenétre de Hamming fournit un spectre étroit mais, a cause de 'effet de

bord résiduel, I’étalement spectral n’est pas suffisamment réduit et il masque
les deux autres composantes spectrales ;

. la fenétre de Blackman donne le meilleur résultat grace a la double cosinusoide

qui masque bien les effets de bord; les raies spectrales sont alors étroites et
bien définies.

3.6.3. Choix d’une fenétre

Le choix d’une fenétre est un compromis entre une bonne définition spectrale
(spectre étroit) et un étalement spectral aussi faible que possible (douceur de la
fenétre). Qualitativement, leurs caractéristiques peuvent étre résumées comme suit.

1.
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La fenétre rectangulaire ne modifie pas l'enregistrement ; c¢’est celle que 1'on
utilisera dans le cas de signaux transitoires ou non permanents et, dans
le cas de signaux périodiques, lorsque 1'on est stir que le nombre de périodes
enregistrées est un entier.

. La fenétre en cosinus, dite de Hann, est mathématiquement la plus simple et

elle offre de bons résultats dans le cas de composantes spectrales pas trop
proches.

. La fenétre en cosinus relevé, dite de Hamming, n’élimine pas completement

I’étalement spectral. Elle offre en contre partie une meilleure définition
spectrale mais ne permet pas de voir des composantes spectrales de faibles
amplitudes.
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FIGURE 3.9.: Effet des fenétres d’observation avec :

10.25 périodes

3.6. Fenétres d’observation
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101



3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

4. La fenétre de Blackman, constituée de deux cosinus, atténue tres fortement
les effets de bord et permet ainsi de bien distinguer des raies spectrales
proches et de faibles amplitudes.

3.6.4. Fenétrage et traitement d’images

Tout ce qui vient d’étre dit pour des signaux temporels est bien entendu valable pour
des signaux bidimensionnels tels que des images. Et, en plus, visuellement parlant,
les artefacts apparaissent de maniere évidente. Comme illustration, considérons une
image composée de grains de riz (figure 3.10).

FIGURE 3.10.: Deux images (colonne de gauche) et leur transformée de Fourier res-
pective (colonne de droite) ; a) sans fenétrage, b) avec fenétrage

En effectuant une FFT bidimensionnelle sur cette image, on voit apparaitre une
ligne claire verticale indiquant un contenu spectral fort selon I'axe Oy alors qu’au-
cune discontinuité ne semble apparaitre dans l'image originale. En effectuant la
méme opération apres un fenétrage en cosinus, la ligne verticale a disparu. D’olu
cela peut-il bien provenir ?
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3.7. Exemple 1: analyse spectrale élémentaire

En observant attentivement la figure originale, il semble que la partie inférieure
de I'image soit légerement plus sombre que le haut. Pour s’en assurer, formons,
comme le voit la fonction FFT, une image constituée de deux périodes selon Ox et
Oy (figure 3.11). Cette juxtaposition, équivalente & celle que voit la FFT, montre &
I’évidence une variation brusque d’intensité selon I’axe Oy, cause de la ligne verticale
dans 'espace de Fourier, alors qu’il n’y en a pratiquement pas selon 'axe Ox. De
plus, en observant bien I'image de Fourier, on peut noter que la définition spectrale
s’est améliorée grace au fenétrage.

[Réf : http ://blogs.mathworks.com/steve/2009/12/04 /fourier-transform-
visualization-using-windowing /]

NE T P nTOINT

rd % .
‘\\\"‘!‘.'

F1GURE 3.11.: Une image et sa réplication selon Ox et Oy

3.7. Exemple 1 : analyse spectrale élémentaire

Données On considere ici un signal temporel fortement bruité (SNR ~ 0 dB)
qui semble contenir une oscillation périodique dont on souhaite connaitre la teneur
(figure 3.12).

Analyse temporelle De l'enregistrement, on tire
1. la composante DC du signal et sa valeur efficace AC

Xpoe=0.045 X, = 1.42

2. la période d’échantillonnage T, et sa durée T'
T, =20 pus T =20ms

3. le domaine d’analyse spectrale fy et la définition spectrale A f

1 1 1
~f = 25kHz Af=—==50Hz

Iv=3 T o7, T
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Enregistrement temporel et Analyse spectrale

5 T T T T T
0
T= tmaX:ZO [ms], At= Te =20 [us]
0 s 6 8 10 12 14 16 18 20
t [ms]
1 1
0.8 fmIX =1/At=50[kHz] | 0.8
0.6 fe = fmax =50 [kHZ] 1 gj 0.6
x
0.4 fN = fe/ 2 =25 [kHz] 1 0.4
0.2 Af=1/ tmax =50[Hz] | 0.2
. . W.MTMTHTWH W.WHHHWﬂmLﬁxﬂlﬂhﬁﬂmwh
10 15 20 25 0 1 2 3 4 5
f [kHz] f [kHz]

F1cuRE 3.12.: Illustration de I'analyse spectrale avec :
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a) lenregistrement temporel ;
b) son spectre d’amplitudes pour 0 < f < f./2 = 25kHz;
c¢) un zoom spectral entre 0 et 5kHz



3.7. Exemple 1 : analyse spectrale élémentaire

Analyse spectrale Le programme des calculs temporels et spectraux se résume
aux quelques lignes présentées ci-dessous.

% lecture de 1’enregistrement
enreg = load(’enreg.txt’);
tt = enreg(:,1);
xt = enreg(:,2);

Xdc = mean(xt)
Xac = std(xt)

% analyse temporelle
Npts = length(xt);
dt = tt(2) - tt(1)
duree = Npts * dt

% analyse spectrale
df = 1/duree, fmax = 1/dt
ff = 0:df :fmax-df;
Xjf = fft(xt)/Npts;

% spectre unilatéral
Ndemi = round(Npts/2);
fk = ff(1:Ndemi);
Ak = 2*abs(Xjf(1:Ndemi));
Ak (1) = abs(Xjf(1)); % composante DC
ak = angle(Xjf(1:Ndemi));
subplot(2,1,1); stem(f,Ak,’.’);

% estimation du rapport signal/bruit (SNR)
Px = Xdc~2 + Xac~2; % puissance du signal + bruit = 2.023
Al = 1.02; A2 = 0.85; % amplitudes mesurées
Px0 = (A1~2 + A2-2)/2; Y puissance du signal original = 0.88
Pn = Px - Px0; % puissance du bruit = 1.14
SNR = 10%1ogl0(Px0/Pn) 7% SNR = -1.12 dB

Les spectres d’amplitudes, présentés dans la figure 3.12, montrent que deux raies
spectrales s’élevent clairement au-dessus du niveau de bruit situé aux environs de
0.3. Ces deux raies spectrales ont une amplitude et une fréquence valant respective-
ment

A; ~1.02 fi=1.25kHz + 25 Hz

Ay ~085  f,=1.40kHz 4+ 25Hz

La précision des fréquences mesurées est égale a la moitié de la définition spec-
trale Af.
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3.8. Exemple 2 : reconstruction d’un signal

Données Afin d’analyser et illustrer les résultats fournis par la TFD, on considere
ici un signal connu

x(t) = Ay sin(2w fit) + Ao sin(2w fot) + Az sin(27 f3t + 7/4)
constitué de trois sinusoides d’amplitudes
Ai=1 Ay =-08 A3=0.5
et de fréquences harmoniques
fi=50Hz fo=150Hz f3=250Hz

Ce signal original est perturbé par un bruit important car le SNR ne vaut que
+5dB. Avec cet exemple, on souhaite :

1. montrer que, malgré la présence d’un fort bruit, il est possible de retrouver le
signal original (tout au moins partiellement) ;

2. attirer lattention sur le fait que d’une raie spectrale peuvent naitre deux raies
spectrales proches si l'incrément fréquentiel n’est pas un diviseur exact des
fréquences présentes.

Signal + Bruit Analyse de Fourier

4
0.25

2
0.2
0 0.15
0.1

-2
0.05

-4 0 EMMI Tvﬂmﬂﬂﬂj TTT. Tmﬂ.ﬂm
0 50 100 150 200 0 100 200 300 400 500
temps [ms] fréquence [Hz]
Signal reconstruit Signal original
4 4
2 2
0 0
-2 -2
-4 -4
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
temps [ms] temps [ms]

FIGURE 3.13.: Analyse spectrale et extraction des signaux
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Analyse temporelle Le signal bruité a été enregistré avec une période d’échan-
tillonnage T, = 0.2ms et il a une durée 7' = 210ms (figure 3.13a). Ceci permet de
prévoir que le domaine des fréquences est caractérisé par :

— la fréquence de Nyquist

fn = % = 2500 Hz
— la définition spectrale
1 1
Af === =4.76 H
J=7 = Sioms - H70M

On notera que la durée enregistrée 17" = 210 ms conduit & une définition spectrale
Af = 476 Hz qui n’est pas un sous-multiple des composantes spectrales. Cela
fait que l'on sera dans I'impossibilité de trouver la valeur exacte des fréquences
originales. Idéalement, on aurait dii prendre une durée de 200 ms permettant ainsi
d’avoir une définition spectrale de 5 Hz. On pourrait bien entendu réduire la durée
de l'enregistrement & 200 ms, mais ce n’est pas le but recherché.

Analyse spectrale L’observation du spectre obtenu apres fenétrage (figure 3.13b)
montre que les trois raies spectrales sont bien visibles. Mais, on doit cependant
constater que ces raies se sont dédoublées a cause de la définition spectrale non-
entiere et de 'utilisation de la fenétre d’observation.

Le programme donné ci-dessous permet de rechercher ces raies spectrales. Les fré-
quences mesurées a +2.4 Hz pres sont

fiu =476Hz fio =52.4Hz

for =147.6Hz  fo = 152.4Hz
fs1 =247.6Hz  f3, = 252.4Hz

Leurs amplitudes et phases respectives valent

A1 =0.453 Ap =0.432 ay; = —0.151rad g9 = +2.98rad
A21 = 0.368 A22 =0.334 g1 = —2.87rad g9 — —0.275rad
A31 =0.198 A32 = 0.185 Q31 = +0.372rad Q39 = —2.65rad

avec

Ap =2|X0kR)|  ar=2X(jk)

Reconstruction du signal original Connaissant les amplitudes et phases des com-
posantes spectrales, il est aisé de reconstruire le signal non bruité :

z.(t) = Z Ay, cos (27 frt + )
k

Malgré l'effet de la fenétre d’observation utilisée avant d’effectuer la FFT et le
fait qu’il y ait six fréquences au lieu de trois, le signal ainsi extrait (figure 3.13c)
reproduit assez bien I’allure du signal original (figure 3.13d).
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Programme d’analyse et recherche des composantes spectrales Le programme
ayant permis d’obtenir ces résultats se résume aux quelques lignes présentées ci-
dessous.

% signal bruité
yt = xt+nt;
Npts = length(yt);

% analyse spectrale avec une fenétre de Hann
yht = yt’.*hann(Npts);
Yjf = fft(yht)/Npts;
df = 1/tmax; fmax = 1/dt;
ff = 0:df :fmax-df;

% recherche de N raies spectrales
Nraies = 6;
Yjf_tempo = Yjf(l:end/2);
for kn = 1:Nraies
[Ymax, kf(kn)] = max(abs(Yjf_tempo));
Yjf_tempo(kf(kn)) = 0; % mise & zéro de la valeur trouvée
end;

% reconstruction
xtr = zeros(size(yt));
for kn = 1:Nraies
Xrjf = Yjf(kf(kn)); fr = £f(kf(kn));
xtr = xtr + Xrjfxexp(+j*2*pixfr*tt) + conj(Xrjf)*exp(-j*2xpi*frxtt);
end;

% valeurs des composantes spectrales

fr = £f(kf)’
Ar = 2xabs(Yjf(kf))
ar = angle(Yjf(kf))

3.9. Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

3.9.1. Données

N

On considere ici un signal permanent observé a l'oscilloscope. A partir de 1’obser-
vation visuelle du signal, on désire choisir les parametres d’acquisition qui permet-
tront ensuite d’extraire toutes les informations possibles. L’acquisition se fera avec
un convertisseur analogique-numérique 8 bits, £2 V.
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Acquisition: 10000 points, f, = 5000 [Hz]; CAN: +2[V], 8 bits + 1/2LSB,

X(t)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

X(t)

0 0.2 0.4 0.6 O. l 18 2

2 T T T T T

x[n]
o
T
i

-2 - L i t - L -
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
temps [sec]

FIGURE 3.14.: Signal analysé

3.9.2. Signal temporel

Le signal z(t) observé a 'oscilloscope (figure 3.14a) apparait comme une sinusoide
caractérisée par son amplitude A ~ 1.7V et sa période Ty ~ 3.68 msec. Cepen-
dant, une observation de plus longue durée (figure 3.14b) montre un phénomene de
battement de période Tj, ~ 0.45 sec ou de fréquence

1
=—~22H
fo= g = 221z

On en déduit que ce signal est composé d’au moins deux sinusoides de fréquences

tres proches

1
f12T2272HZ fo=fi £ f, =270 ou 274 Hz
0

et d’amplitudes fort différentes car la variation d’amplitude de x(t) est faible.

3.9.3. Parametres d’acquisition

Afin d’avoir une définition temporelle raisonnable, on choisit

T
At=T, ~ 1—8 = 0.35msec ~ 0.2 msec
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et on en déduit la fréquence d’échantillonnage

1
— — =5kH
e Ag = Okiz

La figure 3.14c présente une partie du signal numérique ainsi acquis.

Comme il faut pouvoir distinguer deux raies distantes de f, >~ 2 Hz, on choisira une
définition spectrale suffisamment fine

Af ~ % = 0.5Hz

Sachant que la résolution fréquentielle est inversement proportionnelle & la durée

d’acquisition, on en tire
1

tacqg = A_f = 2sec

Le nombre de points acquis vaudra donc

1 1
N, = 10000

P Af-At . 0.5Hz-0.2ms

L’ensemble des valeurs acquises est représenté a la figure 3.14b.

3.9.4. Analyse spectrale

Utilisation de la FFT On a vu plus haut que I'algorithme FFT exige un nombre
de points égal & une puissance de 2. Lorsque cela n’est pas le cas, on complete
la suite de valeurs acquises par une succession de zéros permettant d’atteindre un
nombre de valeurs égal & la puissance de 2 la plus proche (figure 3.15a).

Du point de vue de I'analyse de Fourier, cela ne change rien aux résultats fournis;
seule la résolution spectrale est améliorée. Dans notre cas, on passera donc de
Npis = 10°000 & Nyp, = 16’384 et la résolution fréquentielle passera ainsi de

~fe 5000

A = 2 050
1= N~ 10000 ‘
’ f. 5000
Af =T —0.305H
1= N~ 13t ‘

Fenétre rectangulaire Dans ce cas, 'analyse spectrale de la suite de valeurs ac-
quises z[n| fournit les spectres présentés dans les figures 3.15b et 3.17a. Le spectre
ainsi obtenu fait apparaitre une seule raie spectrale aux environs de 270 Hz et,
contrairement a ce que 'on attendait, il n’y a pas de deuxieéme raie spectrale. Ma-
nifestement, celle-ci est masquée par I’étalement spectral dii au nombre non entier
de périodes.
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Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
2 T T T T T

T T T
[ — Fenétre rectangulaire |

| | | | | | | |
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

X (f) [dB]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fréquence [Hz]

FIGURE 3.15.: Signal et spectre d’amplitudes, fenétre rectangulaire
Fenétre de Blackman On est donc amené a fenétrer le signal acquis en le multi-

pliant par une fonction atténuant les effets de bord dus a 'acquisition effectuée. On
choisit ici d’utiliser la fenétre de Blackman définie comme suit :

wy[n] = 0.42 — 0.5 cos <27T n ) + 0.08 cos <47TNn ) pour 0 < n < Ny,

pts pts

Du point de vue numérique, on analysera donc le signal
zy[n] = zn] - wy[n]

Apres avoir complété le signal fenétré par des zéros pour atteindre une puissance
de 2 (figure 3.16a), on obtient les résultats présentés dans les figures 3.16b et 3.17b
ol le niveau de bruit causé par I'étalement spectral a pratiquement disparu.

Zoom fréquentiel Etant donné la haute définition spectrale, obtenue au prix d’un
long enregistrement, les échelles globales ne permettent pas de voir le détail des raies
attendues. Il faut donc zoomer sur la zone intéressante. On voit alors tres nette-
ment que la fenétre rectangulaire (figure 3.17a) est totalement incapable de fournir
les informations attendues alors qu’avec la fenétre de Blackman (figure 3.17b), on
retrouve bien la deuxieme fréquence recherchée et on peut méme apercevoir la
présence d’une troisieme composante spectrale d’amplitude encore plus faible, qui
n’était absolument pas perceptible au niveau temporel.
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Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
2 T T T T T

T T T
[ — Fenétre de Blackman |

I I I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

0 T T T T T T T T T

_20 - .
o
=
c —4oF .

=4

x

_60 — .

—golo b i [ TR IR E R R TP URTANE EPE RRTAERrOtTY ST RO AT

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

fréquence [Hz]

FIGURE 3.16.: Signal et spectre d’amplitudes, fenétre de Blackman

Spectres d’'amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
0 T T T T T T

T T T
| —— Fenétre rectangulaire \

-20+ |

X () [dB]

250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350

0 T T T T T T T

T T
—— Fenétre de Blackman

X () [dB]
5
T
I

-60+ —

-80 I I L I I I
250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350

fréquence [Hz]

FI1GURE 3.17.: Agrandissement spectral
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3.9.5. Estimation des amplitudes

Le spectre d’amplitudes de la figure 3.17b permet de mesurer les fréquences des trois
composantes spectrales du signal z(t) et les amplitudes relatives des raies spectrales.

k] fe | Xikas | Xeas — Xiap | Xi/X1 |
11 272 Hz | -7.6 0 1
2| 274 Hz | -32.2 -24.6 0.059
3| 277 Hz | -52 -44.4 0.006

Il est important de noter que les amplitudes spectrales dépendent de la fenétre
choisie et que seules leurs valeurs relatives peuvent en étre déduites

& — 10(Xk,dB—X1,dB)/20
X1

Pour obtenir la valeur réelle des amplitudes, on peut passer par ’égalité de Parseval :
1 7 VA2 A2 AN (AN (AN
Pac:_ 2tdt: koL 1 —2 —3 _4
FECLE 2<+(A1+A1+A1+
Ce qui donne dans notre cas

A2 A
P, = 71 (14 0.059% + 0.006%) = 1.00352 71

A partir du signal acquis, on calcule aisément sa puissance :

P, = N (z[n] — piz)? = var(z[n]) = 1.45

On en déduit alors la valeur de A; et celles des autres composantes :

[ 2P
A = .
! 1.00352 7

Ay =0.059 4, =0.1

As; =0.006 A; = 0.01

Remarque Une correction des amplitudes spectrales tenant compte de la fenétre
utilisée n’est possible que si le signal acquis posséde exactement un mombre entier
de périodes. Si cette condition est remplie, il suffit alors de diviser les amplitudes
spectrales par la valeur moyenne de la fenétre : Ay — Ai/p(w). Ce calcul doit étre
évité si 'on n’est pas str que la condition est remplie.
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3.9.6. Détail du calcul des signaux et des spectres

Le fichier créé pour générer le signal z(t), calculer et tracer les spectres dans dif-
férentes conditions est donné ci-dessous. Bien qu’il puisse paraitre volumineux au
premier abord (beaucoup de lignes sont consacrées au tragage uniquement), les
parties essentielles de ce fichier sont simplement :

1. la conversion analogique- numérique +2V avec Ny + % LSB de non linéarité
(on admet que celle-ci entraine la perte d’un bit) :
Ucan = 4; Nbits = 8;
xn = Ucan*round ((xn0/Ucan)* (2~ (Nbits-1))/2~ (Nbits-1);

2. le fenétrage :
wk = (blackman(length(xn)))’;
xnwk = xn.*wk;

3. I'ajout de zéros et le calcul du spectre :
Nfft = 2°ceil(log2(length(xn)));
xnwk = [xnwk, zeros(l,Nfft-length(xn))];
Xjfh = fft(xnwk)/length(xnwk) ;

Initialisation Le programme débute par initialisation des parametres et la créa-
tion du signal vu sur I’écran de 'oscilloscope

% analyse spectrale
clear all; close all; format compact; clc;

% parametres du signal
ampl = 1.7; amp2 = 0.1; amp3 = 0.01;
f1 = 271.828; £f2 = f1+2; £3 = f1+5;
% oscilloscope
tosc = 0.03; kosc = 2000;
dt = tosc/kosc;
tt 0:dt:tosc-dt;
xt0 = ampl*sin(2xpixtt*f1l)+amp2*cos(2xpi*tt*f2)+amp3*sin(2*xpi*xtt*£3);

Acquisition numérique Il se poursuit avec 'acquisition et la conversion sur une
durée plus longue

% acquisition

tacq = 2;
Te = 0.2e-3;
tn = 0:Te:tacq-Te;

xn0 = ampl*sin(2*pi*tn*f1l)+amp2*cos(2*pi*tn*f2)+amp3*sin(2*xpi*tn*£f3);
% conversion +/- 2V avec Nbits et +/- 1/2LSB de non linearite

Ucan = 4; Nbits = 8;

xn = Ucan*round(xn0/Ucan*2~ (Nbits-1))/2~ (Nbits-1);
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Calcul des spectres Une fois les signaux acquis, on peut calculer leurs spectres et
afficher des informations

% calcul des spectres
Nfft = 2~ceil(log2(length(xn)))
% fenetres rectangulaire et de Blackman
wr = ones(size(xn));
wk = (blackman(length(xn)))’;
XOWY = XD.*Wr;

xnwk
% ajout de zeros

xnwr = [xnwr, zeros(1l,Nfft-length(xnwr))];

xnwk [xnwk, zeros(1l,Nfft-length(xnwk))];

% fft

Xjfr = fft(xnwr)/length(xn);

Xjfh = fft(xnwk)/length(xn);

% domaine spectral

fmax = 1/Te;

df = fmax/Nfft;

ff = 0:df :fmax-df;
% infos

Nbits, tacq, Te, fmax, df

Pac = var(xn)

Npoints = round(tacq/Te), Nfft

Xn. *wk;

Graphes On trace les signaux acquis

% graphes temporels
figure;
subplot(3,1,1);

plot(tt,xt0); grid;
axis([0,tosc,-2,2])

texte = [’Acquisition: ’, num2str(round(tacq/Te)), ’ points,’];
texte = [texte, ’ f_e = ’, num2str(1/Te,4), ’ [Hz];’];

texte = [texte, > CAN: \pm ’, num2str(Ucan/2,2), ’ [V], ’];
texte = [texte, ’ ’, num2str(Nbits,2), ’ bits \pm 1/2LSB,’];
title(texte);

ylabel (°x(t)?);
subplot(3,1,2)
plot(tn,xn); grid;
axis([0,tacq,-2,2])
ylabel (’x(t)?);
subplot(3,1,3); % zoom
plot(tn,xn,’.’); grid;
axis([0,tosc,-2,2])
ylabel(’x[n]’);
xlabel (’temps [sec]’);
print -deps ansptemps.eps

ainsi que les spectres apres fenétrage
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% spectres

Zoom

116

h

figure; ¥ fenetre rectangulaire
subplot(2,1,1);
plot (xnwr); grid;
axis([0,Nfft,-2,2])

texte = [’Spectres d”amplitudes: \Deltaf = ’,num2str(df,3),
texte = [texte, ’ f_N = ’, num2str(fmax/2), ’ [Hz]’];
title(texte);

ylabel(’x[n] \cdot w_r[n]’);
legend(’Fenétre rectangulaire’);
subplot(2,1,2);
plot(ff, 20*loglO(abs(Xjfr))); grid;
axis([0,fmax,-80,0]);
ylabel (°X_r(f) [dB]’);
xlabel(’fréquence [Hz]’);
print -deps anspwr.eps
figure; ¥ fenetre de Blackman
subplot(2,1,1);
plot(xnwk); grid;
axis([0,Nfft,-2,2])
texte = [’Spectres d”amplitudes: \Deltaf = ’,num2str(df,3),
texte = [texte, ’ f_N = ’, num2str(fmax/2), ’ [Hz]’];
title(texte);
ylabel(’x[n] \cdot w_h[n]’);
legend(’Fenétre de Blackman’);
subplot(2,1,2);
plot (ff, 20%logl0(abs(Xjfh))); grid;
axis([0,fmax,-80,0]);
ylabel (’X_h(f) [dB]’);
xlabel (’fréquence [Hz]’);
print -deps anspwk.eps

Les détails sont mis en évidence

zoom spectral
fzl = 250; fz2 = 350; % domaine interessant
dbmax = 80;
figure;
subplot(2,1,1);
plot(ff, 20*logl0(abs(Xjfr))); hold on;
axis([fz1,fz2,-dbmax,0]); grid;
title(texte);
ylabel(°X_r(f) [dB]’);
legend(’Fenétre rectangulaire’);
subplot(2,1,2);
plot (ff, 20%logl0(abs(Xjfh)));
axis([fz1,fz2,-dbmax,0]); grid;
ylabel("X_h(f) [dB]’);
xlabel(’fréquence [Hz]’);

)

)

[Hz],’] ;

[Hz],’] ;
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legend(’Fenétre de Blackman’);
print -deps anspzoom.eps
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3.10. Exercices

TFD 0

1. Montrez que le passage de I'analogique vers le numérique se fait bien avec les
deux relations discretes X |[jk| et x[n| de la figure 3.5.

2. Considérant la suite de quatre valeurs xz[n| = {0, 2, 4, 0}, calculez son spectre
X|[jk]. Dessinez la suite z[n| et un signal analogique périodique x(t) lui cor-
respondant.

3. Calculez le signal périodique xp(t) correspondant & la suite z[n] au sens de
Fourier.

TFD 1

L’analyse spectrale, par la FFT, d’un signal x[n] constitué de N = 8 valeurs a
fourni le spectre discret Xp[jk| partiellement donné dans le tableau ci-dessous.

1. Complétez le tableau sachant que f. =1 [kHz|.

2. Vu par le processeur FFT, le signal temporel z[n| est-il continu, discret, pé-
riodique ?

3. Que valent z[n = 0] et Xg4. 7

4. Quelle est l'expression permettant de calculer z[n]? Montrez quelle peut
s’écrire sous la forme

o) = 3 émﬂd exp (/ifn)

5. Calculez quelques valeurs de x[n].

koun| 0 [ 1 | 2 | 3 ] 4 ] 5 |6 ] 7] 8109

Xp[jk] 2 14+7511—=J51| +J 1

[ Xpljk]
£Xpljk]

Ay
(673

TFD 2  On souhaite calculer le spectre d’une impulsion rectangulaire de largeur
At = 3[msec| et d’amplitude A = 5[V]. Pour ce faire, on acquiert 8 points & la
fréquence f. = 1 [kHz].

1. Admettant que I’échantillonnage commence a I'apparition du flanc montant,

dessinez x(t) et x[n]. Discutez les valeurs choisies pour z[n] lorsque n = 0 et
n=3J.
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2. Que vaut la durée d’acquisition ¢, ?

3. Quel sera le domaine spectral analysé; que vaudra l'incrément de fréquence

Af?

4. Calculez Xp[jk] pour k = 0 et k = 2; quel est le domaine de variation du
compteur k des fréquences ?

5. Validez votre résultat en analysant la valeur de Xp[jk = 0].

TFD 3 Considérant la suite de valeurs z[n| ci-dessous :

[0 [ m[mt1 |- [3]2]1]0[+1][+2][+3] - [+m1]|

z[n] || 0 0 0 [0]05]1/1 1 105] 0 0 0

1. Esquissez x[n] et une fonction z(¢) passant par ces points.
2. Calculez Xp[jk]; sa valeur dépend-elle de la longueur N = 2m de la suite ?

3. Qu’est ce qui change si on ajoute des zéros pour doubler le nombre d’échan-
tillons ?

TFD 4 On considere un signal z(t) = cos(27 fot) + cos(4m fot) de période Ty =
1ms. Sachant que ce signal est échantillonné pendant une période a la fréquence

Je=8Jo:
1. Calculez et dessinez la suite de valeurs z[n].

2. Complétez le tableau ci-dessous avec x[n] et le spectre bilatéral fourni par la
décomposition en série de Fourier puis justifiez les résultats Xp[jk] fournis
par la la FFT en précisant la relation qui les lie.

3. On échantillonne le signal z(t) sur 4 périodes; que donnera la FFT ?

[ nouk [ 4] 3] 2] 1]0]+1]+2] +3]

Xsr[jk]

Xplgk] || O | 0 | 4 | 4 0| 4 | 4 | O
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TFD 5 On échantillonne une exponentielle décroissante

x(t) = Aexp(—t/T)€(t) ou A =5[V],7 =5 [msec|

avec une période d’échantillonnage T, = 1 [msec].

1.

2. Calculez la suite des valeurs z[n]; exprimez la sous la forme z[n] = A - ™.
3.
4

. On ne prend en compte que les 16 premieres valeurs de la suite z[n] et on

Que vaut la densité spectrale X (jf) du signal z(t)?

n

Calculez la TF X, (jf) de la suite infiniment longue z[n].

annule les autres; que vaut X, n(jf).

Considérant la suite temporelle tronquée xy[n] avec N = 16, on discrétise
I’axe des fréquences. Que vaut l'incrément fréquentiel 7 Calculez le spectre
discret Xpljk].

Que valent, pour chacun des spectres ci-dessus (X (jf), Xe(4f), Xen(Gf), Xp[ik]),
les composantes spectrales lorsque f = 07

AnSp 1 Lors de l'analyse spectrale d'un signal échantillonné z[n], les parametres
N, T, tyae €t fo, Af sont reliés entre eux; la donnée de deux d’entre eux suffit
pour fixer tous les parametres de I’analyse. Rappelez ces relations puis complétez le
tableau ci-dessous.

(N[ T. [ twe | AF ] f ]

40 2 kHz
1 msec 50 Hz
50 10 msec
100 10 Hz
20 Hz | 1 kHz

2 msec 1 sec
30 | 1 msec

5 msec 5 kHz

AnSp 2 On doit faire I'analyse spectrale numérique des signaux suivants

une sinusoide une impulsion triangulaire

une réponse indicielle un signal chirp (wobulé)

une impulsion rectangulaire une exponentielle décroissante

=W DN =

0| 3| O] Ot

une suite d’impulsions rectangulaires un signal triangulaire périodique

Pour chacun des signaux :

1. Esquissez leur allure temporelle.

2. Choisissez-vous une fenétre rectangulaire ou en cosinus ?

3. Précisez les raisons de votre choix.
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3.10. Exercices

AnSp 3 On considere ici le signal
x(t) = 3 + 4dcos(2m fot) + 2sin(4n fot), fo = 100Hz

représenté a la figure 3.18 dont on a enregistré deux périodes. Sachant qu’on sou-
haite obtenir numériquement son spectre X[jk|, on I’échantillonne avec une période
T, = 1 msec.

1. Dessinez les points échantillonnés z[n|. Quelle fenétre faut-il utiliser avant
I’analyse spectrale ?

2. Que valent N, e, fe, Af7

3. Quelles raies spectrales seront présentes ? Quel sera le nombre de valeurs spec-
trales analysées 7

4. Donnez les fréquences, les amplitudes et les phases de chaque valeur spectrale
X[jk], k=0,--- ,N—1.

5. Quel serait le résultat de 'analyse spectrale si ’on avait échantillonné six
périodes au lieu de deux?

10

I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps [ms]

-4 1 1 1 I

FIGURE 3.18.: Ex AnSp 3

AnSp 4 On considere le signal
z(t) =1+5sin(2nf,t) + 2 sin (2w fyt), f, =1[kHz], f, =1.5[kHz]

1. Quelle est la période de ce signal ? Dessinez le spectre unilatéral de x(t). Que
valent X4 et X7

2. Son enregistrement a été effectué avec une période d’échantillonnage de 125
psec pendant exactement 10 msec.

a) Quel sera le domaine d’analyse spectrale et sa résolution.
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3. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

b) Pensez-vous devoir utiliser une fenétre d’observation? Si oui, laquelle
choisissez-vous et pourquoi ?

c) Les raies spectrales fournies par la FFT seront-elles situées aux fré-
quences attendues ? Sinon, précisez la valeur de ces fréquences.

3. Idem 2), si 'enregistrement a duré exactement 11 msec.
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4. Description et comparaison des
signaux

Ce chapitre présente et analyse quelques signaux types avant de définir et illustrer
I'utilisation des fonctions d’auto- et d’intercorrélation au travers de trois exemples
concrets. Il se termine par une présentation succincte des signaux aléatoires, de
quelques modeles associés et de leurs relations spectrales et temporelles.

4.1. Classification des signaux

Sans entrer dans les détails de la classification des signaux, il faut mentionner que

plusieurs approches sont possibles. Parmi celles-ci, on en citera deux :

— la classification phénoménologique qui met ’accent sur le comportement temporel
du signal ;

— la classification énergétique ou I'on classe les signaux suivant qu’ils sont a énergie
finie ou a puissance finie.

Signaux

Déterministes Aléatoires

Périodiques Non périodiques Stationnaires Non stationnaires

FIGURE 4.1.: Classification phénoménologique des signaux

4.1.1. Classification phénoménologique
Dans cette classification, on répartit généralement les signaux en deux classes prin-
cipales et quatre sous-classes illustrées par la figure 4.1.

Dans les deux classes principales, on trouve :
— les signaux déterministes dont 1’évolution temporelle parfaitement définie peut
étre prédite par un modele mathématique approprié ;
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

— les signaux aléatoires qui ont un comportement temporel imprévisible et dont la
description ne peut se faire qu’au travers d’observations statistiques.

Parmi les signauz déterministes (figure 4.2.1), on distingue :

— les signaux périodiques dont la forme se répeéte régulierement ;

— les signaux pseudo-aléatoires qui sont des signaux périodiques mais avec, a 1'inté-
rieur de la période, un comportement aléatoire ;

— les signaux quasi-périodiques qui résultent d’une somme de sinusoides dont le
rapport des périodes n’est pas rationnel ;

— les signaux non-périodiques; ils sont essentiellement représentés par des signaux

transitoires dont ’existence est éphémere.
Parmi les signaux aléatoires (figure 4.2.2), on distingue :
— les signaux stationnaires dont les caractéristiques statistiques ne changent pas au

cours du temps (p.ex : le bruit électronique) ;
— les signaux non-stationnaires dont le contenu statistique évolue au cours du temps
(p.ex. : la parole).

4.1.2. Energie et puissance des signaux

Considérant la puissance moyenne P, ou 'énergie totale W, des signaux, on observe
que ceux-ci peuvent alors étre classés dans une des deux catégories suivantes :
1. Les signaux a énergie finie tels que

W, < oo alors que P, =0
Dans cette catégorie, on rencontre tous les signaux temporaires qu’ils soient

déterministes ou aléatoires.

2. Les signaux a puissance finie tels que
P, < oo alors que W, — oo

Cette catégorie englobe les signaux périodiques, quasi-périodiques et les si-
gnaux permanents aléatoires ou non.
Suivant les caractéristiques des signaux, on calculera donc soit leur puissance P,
soit leur énergie W,. Selon Parseval, ce calcul peut, bien entendu, se faire dans le
domaine temporel

1 +T/2 ) )
P, = jll_rgo?/_T/Q 2 (t)dt  [V?] (4.1)
+T/2
W, = lim 2?(t)dt  [V?sec] (4.2)
T—o0 T/2

Po= [T Ratnar V] (43
W, = /—+0<> Sea(f)df [V?sec] (4.4)

a condition d’avoir & sa disposition
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4.1. Classification des signaux

(@ (b)

T AA
! VIV,

@
JHHER \ ! [\ !
0 ‘ I Il | !
-5 -4 -3 -2 -1 (Z) 1 2 3 4 5
1 A WA W\ A A M )
| \Mwuvwvvvwvvvvw il

|
-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5

0 /\ ﬂm \/ﬂ e ah o fal AILV/J\N\
WWVWUVWV\/VUUV Yol V\] WA

| | | | |
-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5
temps

FIGURE 4.2.: 1) Quatre signaux déterministes : (a) périodique, (b) pseudo-aléatoire,
(¢) quasi-périodique, (d) non-permanent.
2) Trois signaux aléatoires : (a) bruit blanc (spectre infiniment large
et constant), (b) bruit large bande (spectre de largeur finie), (c) bruit
non-stationnaire.
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

~ la densité spectrale de puissance R,.(f) qui s’exprime en [V?/Hz]
ou
— la densité spectrale d’énergie S, (f) dont les unités sont [V?/Hz?.

On notera que, pour le calcul de la puissance des signaux périodiques, la durée d’in-
tégration T sera prise égale a une période Ty du signal. On se souviendra également
que la puissance moyenne P, d’un signal x(t) est, par définition, égale au carré de
sa valeur efficace

Enfin, il faut relever que certains signaux théoriques n’appartiennent a aucune des
deux catégories présentées ci-dessus. C’est le cas, par exemple, de I'exponentielle
z(t) = e~ pour ¢ s’étendant de —oo & +o00.

4.1.3. Signaux numérisés

Dans le cas ou les signaux étudiés proviennent de signaux analogiques x(t) nu-
mérisés pendant une durée T' = N T, on remplace les intégrales par des sommes
et l'incrément temporel dt par la période d’échantillonnage 7.. On montre alors
aisément que ’on obtient :

P, = % n:_o ?In] = X2 [V7] (4.5)
W, =T, 2_: 2*[n]  [V?sec] (4.6)

n=

4.2. Quatre signaux types

Afin de clarifier les choses, considérons comme exemple des signaux-types (figure
4.3) illustrant les quatre classes de signaux :

1. Déterministes temporaires tels que 'exponentielle amortie z(t) ou les
signaux périodiques de durée finie.

2. Permanents et périodiques tels que le signal carré z,(t).

3. Permanents quasi-périodiques tels que le signal z3(¢) constitué de quatre
composantes spectrales non rationnelles.

4. Aléatoires stationnaires permanents tels que z4(t) pour lequel il n’existe
pas de description temporelle.
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FIGURE 4.3.: Quatre signaux types :

4.2. Quatre signaux types

0 5 10 15 20 25
temps

(a) déterministe temporaire, (b) déterministe

permanent périodique, (c) quasi-périodique permanent, (d) aléatoire
a bande étroite
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

4.2.1. Signaux déterministes temporaires

Les signaux déterministes temporaires tels que xq(t) sont des signaux & puissance
moyenne nulle mais énergie finie. Ils possedent un spectre continu défini par leur
densité spectrale d’amplitude. Celle-ci n’est autre que la transformée de Fourier du
signal :
+oo
X(jf) = / x(t) exp(—j2mft)dt [V sec] = [V/Hz] (4.7)

Leur énergie se calcule soit au niveau temporel
W, = /+00 22(t) dt [V sec]
soit dans le domaine fréquentiel
W, = /+OO Se(f)df [VZsec] (4.8)

A partir de la densité spectrale d’énergie S, (f) exprimée en [V?/Hz?]. Dans le cas
des signaux temporaires, on peut montrer que la densité spectrale d’énergie est liée
a la densité spectrale d’amplitude par la relation

S(f) =X -XGNH = XGNP [VE/H] (4.9)

Exemple L’exponentielle décroissante x1(t) = A exp(—at) e(t) posseéde une puis-
sance moyenne nulle et une énergie finie :

1 +T/2
P, = lim —/ ri(t)dt =0

+T/2 A2 A2
W, = lim 2t dt = — ==

T—00 —T/2 o % o 2

< oo [Vsec] (4.10)

Cette énergie peut également se calculer dans le domaine fréquentiel. En effet,
comme au signal z1(t) = A exp(—at) €(t) correspond la densité spectrale d’ampli-
tude

. A
X1(5f) = ot g2n] (4.11)
on peut calculer sa densité spectrale d’énergie S (f) :
A P A?
— P2 — — 2 2
Sif)=1XGHI = Tl @@ f? [V?/HZ] (4.12)
puis son énergie
+o0 +o00 A2
A2 o\ AT,
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4.2. Quatre signaux types

4.2.2. Signaux permanents périodiques

Un signal déterministe permanent est un signal périodique dont la puissance est
finie et I’énergie infinie. Sa description spectrale peut se faire grace a la transformée
de Fourier du signal

X(jf) = /_ ) expl—janftydi [V sed] (4.15)

(o]
Pour tous signaux périodiques, on obtient alors une densité spectrale d’amplitude
constituée d’impulsions de Dirac. Ces impulsions correspondent aux raies spectrales
du signal périodique qui, comme on le sait, possede un spectre discret.

Plutot que de travailler avec les impulsions de Dirac, il est alors plus simple et plus
pratique d’en rester a la description bien connue des séries de Fourier

1 +T/2
X(jk) = —/ x(t) exp(—j2mkfot)dt [V] (4.16)
T J 1
La puissance des signaux périodiques se calcule soit au niveau temporel
1 +T/2
p— 2 / 2Wdt [V (4.17)
T J 1

soit dans le domaine fréquentiel

=Y XGRE [V (4.18)

k=—o00

Exemple Le signal carré xo(t) d’amplitude A poseéde une puissance finie et une
énergie infinie :

Lo, 2 2
P, = %ET;O?/T/Z z3(t)dt = A> < oo [V?] (4.19)
+T/2
Wy = lim r3(t) dt — oo

Dans le domaine fréquentiel, partant des composantes de Fourier du signal carré
périodique d’amplitude A et & valeur moyenne nulle

, At sin(mk foAt) sin(km/2) 0 sik pair
X(jk) =2A— =A = 4.20
() T rkfyAt ko /2 24 Gk impair (4.20)
on peut calculer, sa densité spectrale de puissance Ry( f )
+00 +oo
_S IXGhE=2 S ]—a fokp)| vmg e
oo k=1,3,5,-

Partant de celle-ci, il vient

Py = /_+OO Ro(f)df =2 io (%)2 =A% [Vi] (4.22)

o0 k=1,35,
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

4.2.3. Signaux permanents aléatoires

Un signal permanent est un signal dont la puissance est finie et ’énergie infinie.
Parmi ceux-ci, on trouve essentiellement les signaux aléatoires tels que x4(t). Ces
signaux n’ont pas de transformée de Fourier car leur intégrale en valeur absolue est
infinie

+o00

/ lz(t)| dt — oo (4.23)

— 0o
On devra donc tenter de trouver une modélisation spectrale par une approche dif-
férente de celles vues jusqu’ici. C’est ce que I'on verra a la section 4.7.

Par contre, si I'on est en possession d’une suite de valeurs enregistrées de durée finie
T = N At, on peut calculer la puissance et le spectre d’amplitudes X (jf) de cette
suite x[n] = z(t = n At) :

P, ~ % . z*[n] [V?] (4.24)
X(jf) =~ % : x[n] exp(—j27 f nAt) [V] (4.25)

I
=)

n

4.2.4. Signaux permanents quasi-périodiques

Un signal permanent tel que le signal x3(t) est constitué de quatre composantes
spectrales dont les fréquences sont dans un rapport irrationnel. Cela signifie que,
malgré la présence de fréquences discretes, le signal n’est pas périodique; on doit
alors le considérer comme un signal aléatoire permanent. L’estimation de la puis-
sance et de son spectre se fera donc comme ci-dessus & partir d’une suite de valeurs
enregistrées.

4.3. Comparaison des signaux

La corrélation est utilisée dans les radars, les sonars, les communications numé-
riques, la détection de signaux noyés dans du bruit, la mesure de temps de trans-
mission, le GPS (Global Positioning System), etc.

Dans chaque cas, on dispose de deux fonctions : le signal de référence x(t) et le
signal & analyser y(t). Il faut alors trouver une opération mathématique permettant
de comparer ces signaux et d’en mesurer la ressemblance ou la corrélation. Ceci
se fait simplement en effectuant 'intégrale du produit des signaux que I'on décale
progressivement 1'un par rapport a 'autre

o0
Tay(T) = /_ x(t)y(t +7)dt (4.26)

o
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4.3. Comparaison des signaux

On obtient alors une opération mathématique qui, de par sa forme, est trés proche
de la convolution. Cependant, contrairement a la convolution qui permet de calculer
le signal de sortie d’un filtre linéaire, la corrélation sert & mesurer le degré de
ressemblance de deux signaux et d’extraire des informations qui, dans une large
mesure, dépendent de I'application considérée.

Deux illustrations en sont données dans les figures 4.4 et 4.5. Dans la premiere, on
compare deux signaux dont la superposition (maximum de ressemblance) apparait
apres un décalage temporel égal a 0.8. Dans la deuxieme, on compare un signal chirp
(signal sinusoidal dont la fréquence varie linéairement avec le temps) avec sa version
décalée. On y voit que la corrélation d'un tel signal avec sa version décalée possede
un maximum trés bien défini a I’endroit correspondant exactement au décalage des
deux signaux.

Exemple de corrélation

1F T T T ]
=05 B
| | 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 0.4 0.6 0.8 1
1F T T T T 3
=
A
o0
4
-1t L I | 1 =
-1 -0.8 0.4 0.6 0.8 1
1F T T T T 3
i
E
o 0
4
-1k I ! | 1 =
-1 -0.8 0.4 0.6 0.8 1
0.1F ! T T T 3
&
& ° i
-0.1t I I I ! ! ! I | | =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

temps

FIGURE 4.4.: Intercorrélation de deux signaux

4.3.1. Corrélation de signaux a énergie finie
Intercorrélation de deux signaux

Considérant deux signaux z(t) et y(t) & énergie finie, on définit la fonction d’intercorrélation
(fic) comme l'intégrale du produit du signal x(t) avec le signal y(t) décalé d'une va-
leur 7 :

Tay(T) = /+0<> x(t)y(t+7)dt [V sec] (4.27)

—00
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

Exemple de corrélation
T T T —

y()

X(®), y(t+1)

X(t) Dy(t+1)

0 0.5 1 15 2 25 3
temps

FIGURE 4.5.: Autocorrélation d’un signal chirp

Par changement de variable § = ¢ + 7, on montre que
+o00o
Ty (T) = / x(0—7)y(0)do = ry(—7) (4.28)

On voit ainsi que la fonction r,,(7) est aussi la version retournée de r,,(7) autour
de 'ordonnée Oy.

Comme on peut le constater, les fonctions d’intercorrélation

+oo
/_ x(t)y(t+7)dt = ryy (1)

(o)

et de convolution

[ a0t 000 = ey @00

(e 9]

sont formellement tres proches. On montre qu’elles sont reliées entre elles par :

ray(T) = 2(=7) @ y(7) [V sec] (4.29)

Cette relation valable dans 'espace temps a bien entendu son équivalent dans I’es-
pace des fréquences que 1'on désigne sous le nom de densité interspectrale d’énergie :

Rey(if) =X"(GNHY(GS) [V He] (4.30)
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Autocorrélation d’un signal

Dans le cas particulier ot y(t) = x(t), on obtient la fonction d’autocorrélation (fac)
du signal x(t) :

Tae(T) = /_ - c(t)z(t+71)dt  [VZsec] (4.31)

o0

qui, pour un décalage nul, donne I’énergie du signal z(t) :

o (0) = /_ T wrd=w, (4.32)

[e.9]

4.3.2. Corrélation de signaux a puissance finie

Dans ce cas, les signaux sont permanents et possédent une énergie infiniment
grande ; on ne peut donc pas utiliser les définitions précédentes. Pour cette catégorie
de signaux, on redéfinit les deux fonctions de corrélation comme suit :

+T/2

Tay(T) = Tliigo%/T/2 x(t)y(t+7)dt [V2] (4.33)
+T/2

raa(7) = i % /_ /2 c(t)z(t+71)dt  [V7] (4.34)

Dans le cas d'un décalage nul, on trouve la puissance du signal z(t) :

1 +T/2
T22(0) = lim — / w(t)?dt = X2, = Py [V?] (4.35)

Il est d’autre part évident que si les signaux sont périodiques, 'intégration se fera
sur une période seulement.

La figure 4.6 montre des fonctions d’autocorrélation représentatives de quelques
signaux aléatoires. On y trouve successivement trois signaux dont les puissances
sont les mémes, a savoir (.2 [ng f] :

— un bruit blanc gaussien : son caractére non prévisible est manifeste et il est
confirmé par 1’étroitesse du pic de la fac.

— un bruit o large bande : ce signal a été obtenu en filtrant passe-bas le bruit
blanc. Son contenu spectral moins étendu fait qu’il est raisonnablement possible
de prévoir une valeur future pas trop éloignée. Une mesure de cet horizon de
prévision est donnée par la largeur a mi-hauteur du pic de la fac.

— un bruit a bande étroite : ce signal a été obtenu en filtrant le bruit blanc a
I’aide d’un filtre passe-bande. Son contenu fréquentiel étroit se manifeste par un
comportement oscillant de maniere assez réguliere. Cette pseudo-périodicité est
encore plus facile & déterminer & 'aide de sa fac : elle se mesure par la distance
séparant le pic central du premier pic latéral.
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x(t) rxx(T)

0.2
1
0.1
0 (2) 0
i -0.1
-0.2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
0.2
1
0.1
0 (b) 0
-0.1
_l O
-0.2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
1
0 (©
-1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

temps décalage t

FIGURE 4.6.: Quelques signaux et leur fonction d’autocorrélation
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4.4. Propriétés et calcul numérique

4.4.1. Propriétés de I'autocorrélation

On rappellera tout d’abord que la fonction d’autocorrélation consiste a décaler un
signal par rapport a lui-méme, puis a intégrer le produit des deux. On montre alors
aisément que la fonction d’autocorrélation possede les propriétés suivantes :
1. Lorsque le décalage temporel est nul (7 = 0), la fac est égale & I’énergie du
signal pour les signaux a énergie finie :

r22(0) = /_+0° w(t)? dt = W, (4.36)

oo

ou, a la puissance moyenne pour les signaux & puissance finie :

2. Comme la correspondance entre les deux signaux ne peut pas étre aussi forte
que lorsque les signaux se superposent exactement cela entraine que la fac est
maximum pour un décalage nul. On a donc :

3. La fac est une fonction paire :
Txr(7—> = Twm(_T) (438)

4. La fac d’un bruit blanc (ainsi appelé par analogie a la lumiere blanche consti-
tuée de toutes les fréquences lumineuses) est une impulsion de Dirac. En effet,
le bruit blanc étant formé d’une multitude de fréquences possédant la méme
puissance, il en résulte un signal variant si rapidement que sa valeur présente
est indépendante des valeurs passées et que sa valeur est non nulle pour 7 = 0
seulement. On a donc :

Tea(T) = 02 (1) (4.39)

ol 02 est la variance du signal aléatoire; c’est également, comme on l'a vu
plus haut, la puissance du signal aléatoire.

5. La fac d’'un signal périodique quelconque est une fonction périodique paire.
Considérons comme exemple le signal z(t) = A sin(wt 4+ «). On a alors :

T2
ralr) = 3 [ alt)att ) d

T/2
A2 +T/2
= — sin(wt + «) sin(w(t + 7) + «) dt
T J 1)
d’ou :
A2
Tux(T) = > cos(wT) (4.40)

On remarque ainsi que amplitude de cette fac est la puissance A?/2 du signal
x(t) et que la fac ne nous donne aucune information sur la phase a du signal.
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6. Dans le cas d’'un signal x(t) perturbé par du bruit n(t), il est possible de
retrouver la fac du signal non perturbé. Considérant y(t) = x(t) + n(t), on a

en effet :
+T/2
ru(r) = Jm o / 1, (O 00) @) (e )
+T/2
= jlgrolo % /T/2 (xt)z(t+71)+nt)nt+71)---
ctzt)nt+71)+nt)x(t+7))dt
= T2a(T) + 7on(7) + 7un(T) + 702 (7)
d’otut :

ryy(T) = T (T) £ 70 (7) + 700 (T) + 70 (7) (4.41)

Dans le cas ou le signal z(t) et le bruit n(¢) ne sont pas corrélés, on a bien
entendu 7,,(7) = 0 = r,,(7) ; ce qui donne finalement :

Tyy(T) = T02(T) + Tnn(7) (4.42)

De plus, comme généralement la fac r,,(7) du bruit tend rapidement vers 0,
on voit que, pour un décalage suffisamment grand, il restera la fac r,,(7) du
signal z(t).
Une illustration de cette derniere propriété (figure 4.7) montre comment ’autocor-
rélation permet d’extraire un signal noyé dans un bruit blanc. Dans cette figure,
le signal est une sinusoide d’amplitude 1 volt et le bruit blanc possede une valeur
efficace de 5 volt.

Le signal extrait est reconnaissable mais encore perturbé par du bruit. Comme ce
bruit résiduel diminue avec la racine carrée du nombre d’échantillon, on voit qu’on
peut diminuer le bruit en augmentant le nombre d’échantillons enregistrés.

4.4.2. Exemples d’autocorrélation

La fonction d’intercorrélation est trés souvent utilisée pour détecter la présence d’un
message et mesurer un temps de propagation. Dans ce but, le signal émis est choisi
de maniere a ce que le pic de sa fonction d’autocorrélation soit trés bien défini. Les
signaux le plus souvent utilisé sont les signaux chirp (& fréquence variable au cours
du temps) et les séquences binaires pseudo-aléatoires.

Autocorrélation d’'un signal chirp

Le signal chirp est un signal sinusoidal dont la fréquence (ou la pulsation) varie
linéairement avec le temps. Il est défini comme suit

z(t) = A sin(0(t) + )
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Signal + bruit avec 20’000 échantillons
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0.5 “ | l
—_ I
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décalage 1

FIGURE 4.7.: Extraction d'un signal avec l'aide de ’autocorrélation

avec

Winaz — Wi
W(t) = Woin + —————t 0 <t <tpaa
tmam
Sa fonction d’autocorrélation possede un maximum tres bien défini correspondant

a la puissance du signal qui vaut A%/2 (figure 4.8a).

Autocorrélation d’une SBPA

Une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) est une succession de valeurs binaires
(généralement +1) dont la distribution temporelle possede un caractére aléatoire
pendant une certaine durée et qui ensuite se répete périodiquement. Sa fonction
d’autocorrélation possede également un pic trés bien défini égal & la puissance A2
du signal (figure 4.8b).

4.4.3. Propriétés de I'intercorrélation

Comme pour la fonction d’autocorrélation, on se contentera d’énoncer les propriétés
des fonctions d’intercorrélation :

1. En général la fic n’est ni paire, ni impaire.
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Signal chirp
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2. Le maximum de la fic se situe & ’endroit du décalage correspondant au maxi-
mum de similitude entre les deux signaux. Cette propriété est tres utilisée
pour mesurer des temps de propagation.

3. Comme le fait de retarder y(t) par rapport a z(¢) d’'une valeur 7 équivaut a
avancer le signal z(t) par rapport a y(t), on aura :

Tay(T) = Tyz(—T) (4.43)

4. Si les deux signaux sont périodiques de méme période, la fic sera également
périodique.

4.4.4. Calcul numérique de la corrélation
Le calcul numérique d’une corrélation se fait en remplagant I'intégrale par la somme
du produit des valeurs échantillonnées avec une période constante unité.

Dans le cas ou l'on a suffisamment de points & disposition, on peut calculer la
somme sur [N points sans atteindre les limites des signaux enregistrés. On a alors :

=z

rolml = = eyl V], -N<m<+N (a4

n

Il
o

Dans le cas ot 'on souhaite utiliser toutes les valeurs a disposition, le nombre
de points intervenant dans la somme diminue au fur et & mesure que le décalage
augmente. Pour éviter de biaiser le résultat de la corrélation, on la calcule alors
comme suit :

N—|k|
> z[n]yln +m] V3], 0<m<N-1  (4.45)

n=0

1
Taylm] = N——|m|

Mais alors, on voit bien que, m augmentant, le nombre de points a disposition
N — |m| diminue. Ce qui, statistiquement, rend le résultat de 'intercorrélation plus
incertain dans les extrémités de la fonction (voir figure 4.8b).

A cette fonction d’intercorrélation correspond son image fréquentielle R,,[jk] que
I'on obtient aprés TFD des signaux numérisés z[n] et y[n] :

Ruylik = XK YK [V?) (4.46)

ol k est le compteur fréquentiel tel que

f:k% k=0,---,N—1 (4.47)
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4.5. Rapport signal sur bruit (SNR)

Comme on va le voir plus loin, les fonctions de corrélation sont tres puissantes pour
extraire un signal z(t) masqué par un bruit n(¢). Afin de chiffrer précisément la
qualité (mauvaise ou non) d’un signal, on utilise la notion de rapport signal /bruit
(Signal to Noise Ratio) définie comme suit :

P, Xe
SNRyp = 10log [ == | = 20log ( =)  [dB] (4.48)
By Neys

Un SNR égal a 0 dB, signifie que la puissance P, du bruit est égale a celle du signal
P, ou, de maniere équivalente, que X.¢r = Neyy.

Quelques valeurs SNR pour x(t) + n(t) Autocorrélation de x(t) + n(t)
5 2
of \/ N\ N\ U 0 W
5 SNR =40 [dB] 2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.5 0 0.5
5 2
I OVAVAVAVANY 0 M/W\
5 SNR = 20 [dB] P
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.5 0 0.5
5 4
2 PO = Px * Pn
0 P
0
5 SNR =0 [dB] P
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.5 0 0.5
200
20
100 P0 = Px + Pn
0
0 b P
-20 b ] b
SNR =-20 [dB 100
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.5 0 0.5
temps t décalage T

FIGURE 4.9.: Illustrations de quelques valeurs SNR

Dans la figure 4.9, la colonne de gauche montre un signal sinusoidal auquel est
ajouté un bruit de plus en plus fort. Méme si visuellement on observe qu'un SNR
de 40dB est presque indétectable, il est important de savoir qu’en pratique il est
fréquent d’exiger une qualité de signaux dont les SNR sont supérieurs a 60dB, voire
96dB en haute-fidélité audio. Malheureusement, il n’est pas rare de devoir traiter
des signaux dont le SNR est inférieur a 0dB et dans ces cas la, comme on le verra,
les fonctions de corrélation sont extrément utiles.

Enfin, comme on I’a vu dans la section précédente, les fonctions d’intercorrélation
sont nulles pour des signaux indépendants, non corrélés. Ainsi, dans le cas d'un
signal z(t) perturbé par un bruit additif n(¢) indépendant, la fonction d’autocorré-
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lation est simplement égale a la somme des deux fac
Torn(T) = Taz(T) + Tan(T) 4+ 70z (7) + T (T) = 700(7) + 10 (T) (4.49)

On voit alors que la puissance de deux signaux indépendants est égale a la somme
des puissances individuelles car

Tain(0) = Pt = 742(0) + 7, (0) = P, + P, (4.50)

Ce qui permet parfois, lorsque le signal z(t) est périodique, d’estimer les deux
puissances et d’en déduire la valeur du SNR comme le montre la colonne de droite
de la figure 4.9.

4.6. Trois applications de la corrélation

4.6.1. Le radar

Comme exemple illustratif, imaginons le principe du radar avec lequel on désire
détecter la présence ou non d’un avion puis connaitre la distance a laquelle il se
trouve.

Signal émis
T
1 -
0.5
0
-0.5F
_l - —
| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Signal recu en présence de I'avion
T T T T
0.1 =
0.05| w
ot ‘ ! ‘ ’ i \ I ! I | ‘
-0.05 =
-0.1F =
| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Instants n

F1GURE 4.10.: Signaux émis et re¢us par un radar

Le radar émet un signal chirp z(¢) et capte en retour 'écho y(t) renvoyé par I’avion
(figure 4.10). S’il n’y a pas d’avion dans la zone couverte par le radar, le signal requ
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y(t) est constitué d'un bruit n(¢) seulement. De plus, il est évident que si un avion
est présent, le signal y(t) recu en retour consiste en une version atténuée, retardée,
et fortement bruitée du signal émis x(t). Ainsi, le signal recu peut étre décrit par :

y(t) = Ax(t —tq) + n(t)

avec :
— A = une fonction d’atténuation dépendant de la distance et de la forme de I’avion
— tq = le temps mis par 'onde pour faire son aller et retour

— n(t) = le bruit additif capté par antenne et généré par 1’électronique du radar.
Pratiquement, le signal recu est tellement perturbé par le bruit quune analyse
visuelle ne permet pas de déceler la présence ou 'absence d’un signal réfléchi par
I'avion (figure 4.10).

Les figures 4.11a et 4.11b illustrent le principe de I'utilisation d’un signal chirp pour
détecter un avion et mesurer sa distance. Considérons les deux situations suivantes :

1. Absence d’un avion : Le signal requ y(t) est fortement atténué et perturbé.
Seule une intercorrélation entre x(t) et y(t) permet de savoir si un avion est
présent ou non. Dans ce dernier cas, aucun pic bien distinct n’apparait dans
le graphe (figure 4.11a).

2. Présence d’un avion : Ici, I'intercorrélation fait apparaitre un pic tres étroit
se dégageant nettement au-dessus du bruit de fond (figure 4.11b). On notera
que ce pic est légerement décalé vers la droite par rapport a la position cen-
trale; ce décalage correspond au temps d’aller et retour du signal émis. Une
fois ce temps déterminé, on peut calculer la distance de I’avion par rapport
au radar.

4.6.2. La mesure d'un débit

On présente ici un débitmetre industriel réalisé par I'Institut d’Automatisation In-
dustrielle de la heig-vd. Le principe, de méme que sa réalisation, en est tres simple.

Une caméra fournit régulierement des images d’'un flux de granulés (figure 4.12). En
effectuant la comparaison par intercorrélation de deux images successives, on obtient
un point lumineux se situant aux coordonnées du déplacement Ay(t). Connaissant
la section A du conduit, on peut calculer le débit au cours du temps :

4. Ay

At

La seule difficulté de cette mesure réside dans le temps nécessaire pour calculer
I'intercorrélation en temps réel. En effet, si 'on imagine que 'on dispose d’images
de 100x400 pixels, on doit traiter 40’000 pixels par intercorrélation ; ce qui entraine
un nombre d’opérations valant environ

Qt) =

Ny, ~ N2, =16-10°

Méme avec un DSP tres performant (7, ~ 10ns), il n’est pas possible de fournir
une information en moins d’une seconde. Par contre, en utilisant la FFT on peut
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Signal regu en I'abscence de I'avion
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FIGURE 4.11.: a) Intercorrélation entre un signal chirp et du bruit
b) Intercorrélation entre un signal chirp et du bruit corrélé
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4.6. Trois applications de la corrélation

espérer fournir des résultats dans le temps imparti car celle-ci demande beaucoup
moins d’opérations

Nop = Ny 10gy(Npyt) ~ 40 - 10° - 15 = 6 - 10°

L’algorithme de calcul est alors le suivant

1) acquisition de imagel

2) acquisition de image2

3) FFT bidimensionnelle de imagel et image2 => IMG1 et IMG2
4) calcul de Rxy = conj(IMG1) * IMG2

5) FFT inverse pour obtenir rxy

6) recherche des coordonnées du maximum d’intensité

Une fois ces calculs effectués, il reste encore suffisamment de temps pour calculer le
débit actuel, lisser cette valeur, afficher les images, etc (figure 4.12).

4.6.3. La mesure du rythme cardiaque

On s’intéresse ici a la mesure automatique des pulsations cardiaques a 1’aide de
moyens simples : un stéthoscope muni d’une capsule microphonique et la carte-audio
d’un PC permettant d’enregistrer le son caractéristique des battements cardiaques.

fy~0618b.wav, f =8kHz
e

limitationa 3 ¢

< 0
P
1 ,
8] 1 2 3 4 5 8] 1 2 3 4 5
f , =60et500 Hz ehveloppe du signal
05f
01
= o e
S > 0.05
0.5 . . . . 3 05 ; ) ; ; E|
8] 1 2 3 4 5 8] 1 2 3 4 5
TFdex() fréq card = 75 [puls/min]
800 1 T I i 1R RESRRRSREaY TIIIIIoiT T (M. |
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. ‘ 3 % : : 3 ! 3
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FIGURE 4.13.: Analyse d’un signal phonocardiographique
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D’un point de vue spectral, ces pulsations de trés basse-fréquence (environ une
pulsation par seconde) modulent un souffle basse-fréquence situé aux environs de
100 Hz (modulation d’amplitude). C’est ce qui rend le son audible puisque 1'oreille
humaine n’entend pas les sons inférieurs a 20 Hz. Comme le rythme cardiaque est
périodique, on peut espérer, grace a l'autocorrélation, éliminer le bruit environnant
et faire apparaitre clairement la période du rythme cardiaque.

Cependant, a cause des perturbations liées & la mesure, les choses ne sont pas aussi
simples et, tres vite, on se rend compte que la recherche de I’enveloppe du signal
mesuré sera bien plus fructueuse. Les différentes étapes & parcourir pour obtenir le
rythme cardiaque avec un bon taux de réussite sont illustrées par la figure 4.13.

Apres acquisition du signal xy(t) a 'aide de la carte son d'un PC (f, = 8 kHz)
et sa sauvegarde dans un fichier *.wav, on peut, avec Matlab, effectuer les calculs
ci-dessous :

1. élimination des fréquences inintéressantes par filtrage passe-bande du signal
entre 60 et 500 Hz = x /(1) ;

2. limitation des amplitudes du signal & 3 - o ou o est l'écart-type ou valeur
efficace du signal filtré = xy;,(t) ;

3. recherche de I'enveloppe du signal ; celle-ci s’obtient de maniere similaire a la
démodulation d’amplitude par le redressement du signal et son filtrage passe-
bas = Teny(t) ;

4. autocorrélation de I'enveloppe = 7,,(7);

5. recherche du maximum de 7,,(7) situé dans le domaine des pulsations car-
diaques ordinaires ; pour des pulsations comprises entre 50 et 200 puls/min, le
premier pic se trouvera entre 1.2 et 0.3 secondes.

Cet exemple montre, a 1’évidence, combien 'autocorrélation est puissante pour ex-
traire une information noyée dans du bruit.

4.7. Description des signaux aléatoires

Par définition, les signaux aléatoires ne peuvent pas étre décrits analytiquement. On

peut cependant tenter de les classer dans une des trois catégories types qui sont :

— les bruits a large bande dans lesquels toutes les fréquences sont présentes & am-
plitudes égales (figure 4.14a) ;

— les bruits a bande limitée dans lesquels les composantes hautes fréquences sont
nulles (figure 4.14b) ;

— les bruits colorés dans lesquels toutes les fréquences sont présentes mais avec des
amplitudes décroissantes (figure 4.14c).

Comme aucune description analytique n’est possible pour les signaux aléatoires, on

tente d’en extraire des moyennes temporelles en observant leurs fonctions d’auto-

corrélation (fac) illustrées & la figure 4.15. On voit alors que la fac du premier signal

est extrémement étroite; on la modélise par une impulsion de Dirac. La deuxieme

fac rappelle une fonction en sinus cardinal. Enfin, dans la partie non bruitée, la

troisieme peut étre modélisée par une exponentielle décroissante symétrique.
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Bruits: (a) large bande (b) bande limitée (c) coloré
1 T T T T T T =
(@

FIGURE 4.14.: Trois signaux aléatoires types
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FI1GURE 4.15.: Fonctions d’autocorrélation des trois bruits types
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On définit alors la densité spectrale de puissance R,.(jf) comme étant la transfor-
mée de Fourier de la fonction d’autocorrélation r,,(7) :

+T/2
raa(7) = i % /—m e(t)x(t+r)dt [V (4.51)
R..(5f) = /_+OO rex(T) exp(—j27f T)dr [VQ sec} = [VQ/HZ} (4.52)

L’observation de la densité spectrale de puissance (figure 4.16a) des trois signaux
permet d’en déduire quelques propriétés et de définir des modeles représentant aussi
bien que possible chacune des trois densités spectrales de puissance (figure 4.16b).

Le bruit blanc a densité spectrale constante et bande infinie Il contient toutes
les fréquences de —oo & +00 et sa densité spectrale de puissance est constante. Il
est alors représenté par

Ruo(f) = A? —00 < f <400 [V?/Hz] (4.53)
dont la fac est une impulsion de Dirac :
o (T) = A 6(7) [V?] (4.54)

Le théoreme de Parseval nous dit alors que sa puissance est infinie. Comme cela
n’est pas possible, on préfere travailler avec un modele plus réaliste, le bruit a
densité spectrale constante et a bande limitée

Le bruit a densité spectrale constante et bande limitée Il contient toutes les
fréquences de — f,,,42 & + finaz- Sa puissance finie est souvent désignée par la variance
statistique o2 qui n’est autre que le carré de la valeur efficace X gf s du signal. Ce
bruit est alors représenté par

o2

e 8 —fuae < <Hfma  [V/H

0 sinon

dont la fac vaut
5 sIn27 freaT)

Te(T) = 05 om for —00 < T <400 [V?] (4.56)

Le bruit coloré a puissance finie Il contient toutes les fréquences de —oco a +o0.
Mais sa puissance o2 est finie car son contenu spectral diminue assez rapidement

avec la fréquence. Un modele souvent utilisé est le suivant :

o2 1

Ry (f)=—"%—— —00 < f < 400 V?/Hz (4.57)

dont la fac vaut

2 —a|7|

Tea(T) =05 - € —00 < T <400 (V] (4.58)

avec
a=27f, [1/sec] (4.59)
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FIGURE 4.16.: a) Densités spectrales de puissance des trois bruits types
b) Trois modeles simples pour les représenter
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4.7.1. Tension équivalente de bruit

Il est intéressant de relever que, pour les composants semiconducteurs, la donnée de
la densité spectrale de puissance R(f) est remplacée par une tension équivalente de
bruit qui n’est autre que la racine carrée de la densité spectrale de puissance :

WD=VED | (4.60)

70

60
w
«¥
S~ 50
==
=> 40
=c
-
uché: 30
=5
gg 20
=
w 10

0

10 100 1k 10k 100k
FREQUENCY (Hz)

FIGURE 4.17.: Tension équivalente de bruit a I’entrée d’un LF 411

Par exemple, les caractéristiques de I'amplificateur opérationnel LF411 (fig. 4.17)
montrent que, dans les basses fréquences (f < 30Hz), le spectre du bruit décroit
a raison de 10 [dB| par décade environ (flicker noise = bruit de grenaille) et qu’il
reste pratiquement constant au dela de 300 Hz. Il vaut alors :

i)

Connaissant cette valeur, on peut ainsi estimer la valeur efficace du bruit dans un
domaine de fréquences donné. S’intéressant, par exemple, au domaine de fréquences

1kHz < f < 100kHz

e, 2 25 [ £ > 300 [Hz]

la puissance du bruit vaut

f2 v2
_ 2 o 2 _ ~18 _ —11 [y/2
Pn—/f1 e (f)df ~e; - Af =625-10 E-99kHZ—6.2-10 Vil

Ce qui correspond a une tension efficace de bruit d’environ 8V, ss présente a 'en-
trée de ’amplificateur opérationnel.
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4.8. Systémes linéaires et densités spectrales

Il est tres fréquent que 'on doive étudier des signaux reliés entre-eux par le passage
au travers d’un systeme linéaire, par exemple un filtre. Celui-ci étant décrit par sa
réponse impulsionnelle h(t) ou sa réponse fréquentielle H(jf), les signaux d’entrée
x(t) et de sortie y(t) sont alors reliés entre eux par le produit de convolution

y(t) = /_ " h0) 1t — 0) do (4.61)

o0

On s’intéresse ici a préciser, en particulier aux niveaux des unités, quelles sont les
relations temporelles et fréquentielles entre des signaux a énergie finie ou a puissance
finie.

4.8.1. Signaux a énergie finie

Ce sont les signaux dont la TF existe car ils sont intégrables en valeur absolue

+oo
/ 2 (t)| dt < oo (4.62)

o0

Il s’agit généralement de signaux temporaires ou a décroissance rapide. On définit
alors les densités spectrales d’amplitude (DSA) des signaux x(t) et y(t)

XG0 = [ es(-semgna v/m

o0

vin=| ) expl—j2m ) dt [V,

et I'on a
Y(Gf)=H@f) - X3GS) (4.63)
Pour ces signaux, les fonctions de corrélation se calculent comme suit

oy (7) = /_ Oyt ) dt [V sed] (4.64)

o0

et on peut montrer que les relations suivantes sont vraies :

Reo(f) = X*(jf) - X(jf) [V?/HZ] (4.65)
Roy(Gf) = X"(f) - Y(f) = |XGHIP- HGf) [V2/Hz (4.66)
Ry, (f) = HGHI? - Rualf) [V?/HZ’] (4.67)
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

4.8.2. Signaux a puissance finie

La TF de ces signaux n’existe pas car leur énergie est infinie. Il s’agit généralement
de signaux aléatoires permanents. On les modélise alors par leur fonction d’auto-
corrélation

1 +T/2
rez(7) = lim —/ v(t)x(t+71)dt [V (4.68)
~T/2
et on définit leur densité spectrale de puissance (DSP) R, (f) comme la trans-
formée de Fourier de la fonction d’autocorrélation

+oo
R..(f) = / T2 (T) exp(—j27 f7)dr [V?/Hz (4.69)
Lorsque les signaux z(t) et y(t) sont reliés entre eux par une opération de filtrage
linéaire, le produit de convolution relie également les fonctions de corrélation entre
elles et 'on a :

oy (7) = / T hO) ra(r — 0)d0 [V (4.70)
Ruy(jf) =TF(roy(t) = H(jf) - Rea(f) [V?/Hz] (4.71)

olt R,y (jf) est la densité interspectrale de puissance.

Le tableau 4.1 réunit les relations existant entre les signaux, les fonctions de corré-
lation et les densités spectrales d’amplitudes (DSA) ou de puissance (DSP).

’ H Domaine temporel ‘ DSA ‘
Energie finie signaux z(t), y(t) TF (x(t), y(t))
[unités| V] [V /Hz|
entrée x(t) X@f)
systéme h(t) H(if)
sortie y(t) Y(5f)
relations J O =h o2 | YGN=HA0GS XGh
Puissance finie Corrélation DSP
[unités| V2] [V*/Hz]
entrée T (T) R..(f)
systeme h(T) H(jf)
sortie Ty (T) R.,(jf)
relations Tuy(T) = R(T) @ 140 (T) | Ruy(Gf) = H(Gf) - Rua(f)
- Ryy(f) - ’H(jf)PRx:c(f)

TABLE 4.1.: Relations temporelles et fréquentielles

4.9. Signaux, spectres et statistique

La page suivante, tirée de l'ouvrage de F. de Coulon [2], illustre les propriétés
temporelles, spectrales et statistiques de quelques signaux. Comme on 'a déja dit
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4.9. Signaux, spectres et statistique

plus haut, ces descriptions ne sont que des points de vue différents d’'une méme
réalité : le signal temporel z(¢). Ces points de vue sont complémentaires et c’est le
but du traitement des signaux de les relier entre eux et d’en tirer efficacement le
maximum d’information.
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

Signal Autocorrélation  Spectre Densité de Fonction de
x () ox (1) Vo5 (f) probabilité répartition
p () F(x)
sinusoide T L . |
A , T4
0 0 T f x x
- 2 > — £ T ey
A —z4 0o T -4 0 4 -4 0 A
ondt} T 2 décroissance 1 :f
carree Al ‘ A / en l/f i 3 I
0 ] 0 i, TZ Iz % I ‘5
] 4t 01/T3/T 5/T —4 0 4 -4 0 4
suite T 5 ] p
d’impul- 41 ;A - 1 ¥ =
sions 0 0 T ]" I i
rectan- AT Sk _ 42 nhf. wtt! $ 3 [
gulaires A oNyT 1A -A 0 4 -4 0 4
ox}de . A’/B décroissance I » |
triangulaire 4 parabole en 1/f2 (24) :
_2 0 R A | x iox
—A’/3 OUT 3T ST -4 0 4 -4 0 4
onde T
A?/3 décroissance =1
::in dents g& NN I‘f/e" 1f (24) It
€ scie —> i
—A+ ~AY6 fe. J b oA
parabole 01/T 3/T 5/T -4 0 A -A 0 A
bruit 4 g
gaussien =
a large = — f d N X x
bande 0 e, 0 o ) >
bruit
gaussien \ /\ i A 1
fﬂ.tl’é : \ f x X
(largeur de 0 é > G 5
bande B)
sinusoide + 2+ a" )
bruit 11 =
gaussien ;' 4 P . 2 -
’ 0
0 /T -4 04 e, S| S |
signal T :
binaire A T 14
pseudo- 0 I T
aléatoire 41 ZA/"' 2T i } 3 et
0 /A 2/A -A 0 4 -A 0 4

FIGURE 4.18.: Descriptions temporelle, spectrale et statistique de

2]
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4.10. Quelques exemples

4.10. Quelques exemples

Exemple 1 : Signal temporaire

On applique une exponentielle décroissante u (t) = Upexp(—at)e(t) a un filtre passe-
bande idéal. On demande :

1. Dessinez la réponse fréquentielle du filtre.

2. Esquissez les densités spectrales d’amplitude |Uy(jf)| et |Us(5f)].

3. Que valent les densités spectrales d’énergie S;(f) et Sa(f)?

4. Calculez les énergies W7 et Wy des signaux d’entrée et de sortie.

5. AN.: Uy =10[V], a=24000[1/sec], fi =4[kHz], f»=6[kHz]

Solution :
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

Exemple 2 : Signal aléatoire permanent

Un opérateur vous informe qu’il a mesuré a la sortie d’'un amplificateur un bruit
large bande dont la valeur efficace vaut Uy .5p = 0.01 [Vsy].

1. Quelle est la puissance P; de ce bruit ? L’information apportée par 'opérateur
est-elle significative et suffisante 7

2. Apres discussion, celui-ci précise que cette mesure a été effectuée avec un volt-
metre & vraie valeur efficace dont la bande passante est de 100 kHz. Choisissez
un modele de densité spectrale de puissance correspondant.

3. Esquissez R;(f) et calculez sa valeur.

4. La sortie de cet amplificateur est branchée sur un filtre passe-bas idéal dont
la fréquence de coupure est fixée & 1 kHz. Esquissez la densité spectrale de
puissance Ry(f) du bruit apres le filtre.

5. Quelle valeur efficace U; ¢fy mesurerez-vous apres le filtre ?

Solution :
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4.10. Quelques exemples

Exemple 3 : Signal aléatoire permanent

A la sortie d'un amplificateur dont la bande passante est de 100 [kHz|, on mesure
un bruit de 10[mV,ss]. On filtre ce bruit avec un filtre RC passe-bas réalisé avec
R =1.6kQ] et C' =100 [nF].
1. Choisissez un modele de densité spectrale de puissance R;(f) du bruit de
sortie de 'amplificateur et calculez sa valeur.

2. Calculez la fréquence de coupure du filtre passe-bas.

3. Esquissez sur un méme diagramme les densités spectrales de puissance R;(f)
et Ro(f) présentes a l'entrée et a la sortie du filtre RC.

4. Quelle sera la valeur efficace de la tension a la sortie du filtre RC?

Solution :
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

Exemple 4 : Signal temporaire

On applique une impulsion de tension d’amplitude E et de largeur At a un filtre
passe-bande LC-R caractérisé par sa fréquence de résonance fy et son facteur de
qualité Q9. Admettant que la largeur de I'impulsion est beaucoup plus petite que
les temps caractéristiques du filtre :

1.
2.
3.
4.
d.

Esquissez u (t) et us(t) ainsi que |Ui(5f)| et |Ua(jf)|-
Calculez Uy (jf) et Ua(5f).
Calculez 1'énergie W, du signal d’entrée.

Calculez I’énergie W5 du signal de sortie du filtre.
AN.: E=10[V], At=10][usec], fo=1[kHz], Q= 10.

Solution :
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4.11. Exercices

4.11. Exercices

Correl 0

Considérant deux signaux numériques z(n) et y(n) définis comme suit :

| n | (01 ]2[3[4]5]6]7[8][9]10]11][12]13]14] |
z(n) [ o JoJoJoJoJo]1]2]3 0l 070 0o[o0] 0
ym) | o Jolololofofolol4|3]2][1][0o]0[O0[O0] O

calculez et représentez la fonction d’intercorrélation

+oo
ray(m) = Y x(n)y(n +m)
n=-—00
T
4 e -
o)
5L _
;/2 O
o)
op-- O 00 -0 000 -0 -0 -0 -0 -0 -0 0 O
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4 l¢) -
O
5L _
\;2 O
o)
op-- O 00 -0 -0 -0 O -0 -0 -0 -0 -0 -0 O O -
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
30+
€20
=
10
0 t I I I | I I | | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n, m

FIGURE 4.19.: Exercice Corr 0
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX
Correl 1 Considérant le signal z(¢) défini comme suit :
(A si —At<t<0
0 st t=20

+A si 0<t< At

0 si |t > At

on demande :
1. esquissez z(t) ;
2. calculez sa fonction d’autocorrélation pour les valeurs particulieres suivantes
T=0, +At, +2AtL;

3. esquissez la fonction r,,(7), —o00 < 7T < +00.

Correl 2 Considérant les 3 signaux suivants :

— une exponentielle décroissante z(t) d’amplitude A et de constante de temps 71,
— une impulsion rectangulaire y(t) centrée en t = 0, d’amplitude A et de largeur At,
— une impulsion triangulaire z(t) centrée en t = 0, d’amplitude A et de base 2At,

on demande :
1. esquissez ces 3 signaux;
2. calculez des valeurs particulieres de leur fonction d’autocorrélation ;
3. calculez leur fonction d’autocorrélation pour 7 compris entre + et — oo ;

4. esquissez ces fonctions.

Remarque Le calcul de la troisieme fonction n’est pas simple ; sans entrer dans le
détail des calculs, imaginez comment vous devriez vous y prendre pour le faire.

Correl 3 Calculez la fonction d’intercorrélation des signaux z(t) et h(t) de I'exer-
cice Corr 3. Avant de vous lancer dans les calculs, imaginez ou se situera le maxi-
mum de la fonction. Esquissez le résultat de l'intercorrélation.

Yx(t) h(t)

2

—
—

\

0 T - d oT

FIGURE 4.20.: Exercice Corr 3
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4.11. Exercices

Correl 4 On souhaite connaitre la fonction d’intercorrélation des signaux hq(t) et
hq(t) de l'exercice Corr 4 :

o (7) = /_ a0 bt + 1) dt

oo
Pour cela :
1. imaginez tout d’abord ’endroit ou se situera le maximum de la fic;
2. montrez que, pour les points particuliers suivants 7 = {—2At, —At, 0, +At},
on a, respectivement, hoy (1) = {0, A2£!, AQ%, 0};
3. pourquoi, comme il est précisé dans la remarque ci-dessous, le calcul est-il plus
simple lorsque 7 est compris entre 0 et At?

4. que pensez-vous des résultats graphiques obtenus avec Matlab (figure 4.21) ?

Ex.CR4
1r- -
=05+ |
<
0 | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1r- 4
0.5+ s
°
0 | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0.4 =
=
0.2 o
L(\l
0
| | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
temps [At]

FIGURE 4.21.: Exercice Corr 4

Remarque Pour donner une idée de ce que représente 'approche analytique, voici
le calcul de la partie la plus simple correspondant au décalage avancé de hy(t + 7)
avec 7 compris entre 0 et At.

Comme l'on a :

7“21(7') = /+oo hg(t) hl(t‘l"r) dt

o0

il faut commencer par décrire les 2 fonctions suivantes :

A t+T1
hQ(t):Ktt hi(t+71)=A <1— A7 )
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4. DESCRIPTION ET COMPARAISON DES SIGNAUX

valables pour 0 < t < At, respectivement, —7 <t < At — 7.

Puis, tenant compte des parties nulles, il vient :
At—T
21 (T) = / hg (t) hl (t + 7') dt
0
At—T
A t+71
= —tA 11— dt
[ s (%)
A2 At—r t2 Tt
= — / t———— | dt
At Jo At At

e v e
At \ (2 3At 2At

B A_2<(At—r)2 (1 T)_(At—7)3)

Ce qui donne en particulier les 2 valeurs suivantes :

At
7”21(7':0) :AQF Tgl(TzAt) =0

SAL 1 Sachant qu'un signal aléatoire x(t) décrit par sa fac
Toe(T) = 02exp (—a |7]) avec a = 27 f,
possede la densité spectrale de puissance suivante

o 1

Re.(f) = W;C W

on demande de calculer sa puissance de deux manieres différentes. Que vaut-elle ?

2 . . 2
Réponse : P, = o}

SAL 2 Sachant qu'un bruit z(¢) dont la fac vaut
rae(7) = 107" [V?] exp (—a |7|) avec a = 1000 [sec]
passe au travers d'un filtre passe-bande idéal caractérisé par ses deux fréquences de

coupure f; = 100 [Hz] et f; = 200 [Hz], on demande de calculer les valeurs efficaces
des signaux d’entrée z(t) et de sortie y(t).

Réponse : U, cpr = 10mV, Uy cpp = 3.3mV
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SAL 3 On considére un bruit large-bande x(¢) dont la densité spectrale de puis-
sance est constante et vaut

Ryo(f) = Ry =107° [V?/Hz]
Sachant que le signal x(t) passe au travers d'un filtre RC passe-bas réalisé avec

R =1kQ et C = 1nF, calculez la valeur efficace du bruit y(¢) en sortie du filtre.
Réponse : P, = nf.Ry, Uycrr = 700mV

SAL 4 Idem SAL 3, mais avec un filtre CR passe-haut. Au vu du résultat obtenu,
quel est le probleme ? Que pensez-vous de R, (f)?

Rappel : [ % dr = x — atan(x)

SAL 5 On considere un bruit x(t) de puissance moyenne P, = 1072 ngf. Ad-
mettant que sa densité spectrale de puissance R,,(f) puisse étre décrite par une
fonction triangulaire de hauteur R, et de base 2f, = 20kHz, calculez la valeur de
Ry apres avoir dessiné R, (f).

Réponse : Ry = P,/f =107 [V?/Hz]

SAL 6 Admettant qu'un signal aléatoire de puissance P, est décrit par la densité
spectrale de puissance suivante

f=h)®
sz(f) _ R() . <T) S1 —f() < f < +f0

0 sinon

calculez la valeur de Ry apres avoir dessiné R, (f).

Réponse : Ry =3 P,/ fo

SAL 7 On admet qu'un signal z(t) possede une densité spectrale de la forme
1
—s,

il
1+ ()

Sachant que la tension efficace du signal x(t) vaut U.sy, calculez Ry.

Réponse : Ry = P,/ (7 fo)

R (f) = Ro —0 < f < 400
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5. Echantillonnage et reconstruction
des signaux analogiques

Dans ce chapitre, les approches temporelle et fréquentielle de I’échantillonnage sont
analysées en détail de maniere a bien mettre en évidence le recouvrement spectral
qui conduit au théoréme de Shannon.

Puis, les effets de la quantification, la notion de rapport signal sur bruit (SNR) sont
étudiés de maniere & conduire au meilleur choix d’un filtre anti-repliement.

5.1. Introduction

La plupart des signaux que 'on doit traiter et analyser tels que la parole, les si-
gnaux biologiques, sismiques, radars, audio ou vidéo sont analogiques par nature.
C’est-a-dire qu’ils sont fonction d’une variable continue, le temps, et qu’eux-mémes
varient de maniére continue. Ces signaux peuvent étre traités analogiquement &
I’aide de filtres par exemple. Les signaux d’entrée et de sortie sont alors analogiques
(figure 5.1).

X(t) Systeme y(t)

> . >
analogique

FIGURE 5.1.: Traitement analogique d'un signal x(¢)

Souvent, pour des raisons de simplicité, de précision, de stockage de l'information,
de flexibilité, etc, un traitement numérique équivalent est possible et préférable.
On utilise alors des convertisseurs analogiques-numériques (CAN) et numériques-
analogiques (CNA) pour relier au processeur numérique les signaux analogiques
d’entrée et de sortie. Le schéma correspondant est donné a la figure 5.2.

x®) A x[n]‘ Systeme y[n]‘ N y(t)
N “| numérique 1A

FIGURE 5.2.: Traitement numérique d’un signal analogique x(t)
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

Conceptuellement, on peut considérer la conversion A-N comme un processus fai-
sant intervenir trois actions successives : I’échantillonnage a période fixe T, la quan-
tification du signal et son codage. Pratiquement, ces opérations sont effectuées dans
un méme élément, le convertisseur A—N, qui regoit le signal analogique et le conver-
tit en un signal discret quantifié.

De méme pour la conversion N-A, les opérations implicitement réalisées sont la
quantification et le maintien de la valeur numérique pendant une période d’échan-
tillonnage. A ceci s’ajoute généralement un filtrage passe-bas des “escaliers” générés
par le convertisseur N-A.

Xe(t) | x[n] yinl [N 1 Yoa® _ y(t)
> = Q H = uP > > Filtre —

— Filtre

FIGURE 5.3.: Détail d’une chaine analogique-numérique-analogique

La figure 5.3 présente les éléments qui interviennent lors du traitement numérique
d’un signal analogique. On y trouve un filtre antirecouvrement (on verra plus loin
sa raison d’étre), un échantillonneur commandé par une horloge de période T, un
quantificateur QQ, un processeur numérique pP, un convertisseur N—A et un filtre de
lissage.

5.2. Analyse temporelle

5.2.1. Types de signaux

De maniere générale, les signaux peuvent étre classés dans les catégories suivantes :

1. Signaux continus en temps et en amplitude : z(t). On les appelle égale-

ment signaux analogiques (figure 5.4a) ; ils proviennent généralement de pro-
cessus physiques.

2. Signaux discrets en temps, continus en amplitude : z.(t = nT.). Ce
sont les signaux échantillonnés (figure 5.4b). Ils ne sont définis qu’a des ins-
tants déterminés multiples de la période d’échantillonnage 7., mais leur am-
plitude peut varier de maniere continue.

3. Signaux discrets en temps et en amplitude : z,[n]. De tels signaux sont
quantifiés en amplitude ; ils ne peuvent prendre que des valeurs déterminées,
généralement, multiples d’'un pas de quantification. Ce sont les valeurs numé-
riques fournies par les convertisseurs analogiques-numériques (CAN). Ils ne
sont définis qu’aux instants d’échantillonnage et correspondent aux signaux
numériques (figure 5.4c).
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5.2. Analyse temporelle

Temps
continu discret
A x(1) A Xe(t=nTpg)
Signal analogique TeT Signal échantillonné

S

£ A

b= — -

S (a) N (b)

o

: ]
0]
3 Y
S
E Q
A Xq(t) T A Xq[n] *
Signal numérique maintenu T ¢ Signal numérique

[0}

2

= (d) (c)

t n

FIGURE 5.4.: Divers types de signaux

4. Signaux continus en temps, discrets en amplitude : z,(t). Ce sont des
signaux quantifiés similaires a ceux décrits en 3, dont la valeur est maintenue
par un bloqueur d’ordre zéro entre 2 périodes d’échantillonnage (figure 5.4d).
Ces signaux correspondent a ceux fournis par les convertisseurs numériques-
analogiques (CNA).

5.2.2. Quantification d’un signal : exemple

Donnée On considere un convertisseur A-N 8 bits travaillant entre 0 et 5.12 V
avec un codage par arrondi et une période d’échantillonnage 7. = 0.5 [msec|. Le
signal d’entrée est une exponentielle amortie :

x(t) = Upexp(—t/T)e(t) Up=1[V] 7=1[ms]
Question
1. Tracez la caractéristique du convertisseur et les graphes x(t) et z4[n].

2. Quelles valeurs obtiendra-t-on pour z.[n], z,[n] et g[n].

Réponse Le codage sur 8 bits par arrondi transforme le domaine de conversion
de la tension d’entrée 0---5.12[V] en 2% = 256 valeurs numériques discretes avec
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

un pas de quantification de 20 [mV] (figure 5.5a). L’échantillonnage et la quantifi-
cation du signal sont représentés dans la figure 5.5b. Le tableau suivant donne les
différentes valeurs demandées avec les erreurs relatives causées par la quantification :

. n J o] 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

n| 1.000 | 0.6065 | 0.3679 | 0.2231 | 0.1353 | 0.0821 | 0.0498 | 0.0302 | 0.0183

[
[n] 1.00 0.60 0.36 0.22 0.14 0.08 0.04 0.04 0.02

q[n] 50 30 18 11 7 4 2 2 1

€ln] % || 0.00 | -1.08 | —2.15 | -1.39 | +347 | -2.56 | —-19.7 | +32.5 | +9.29

q
Xq
256 5.12 0
255 510 - ———— ————— —— ‘ o
a b
254 5.08 ‘ } (a) 07 (b)
| |
‘ ‘ 0.6
\ *
3 0.06
‘ 04
2 0.04 ‘
‘ } 03
1| 002 L .
I X ’
0 - o1
0 s 8 8 g = ™
S < < n n O0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

temps [sec] x10°

F1GURE 5.5.: Quantification et échantillonnage

5.2.3. Echantillonnage des signaux analogiques

Le signal d’entrée z(t), dont l'amplitude varie au cours du temps, est appliqué
a un échantillonneur pour étre transformé en une suite de valeurs régulierement
espacées. Cette suite de valeurs est représentative du signal d’entrée dans la mesure
ol la période d’échantillonnage est compatible avec la rapidité du signal.

Envisagé dans le domaine temporel (figure 5.6), on peut considérer que le processus
d’échantillonnage revient mathématiquement & multiplier le signal analogique z(t)
par une suite d'impulsions de Dirac 07, (t) de période T, appelé "peigne de Dirac".
Le signal échantillonné z.(t) peut alors étre représenté par I’expression :

e(t) = x(t) - o7, (1) (5.1)

La fonction ainsi obtenue est une suite d’impulsions de Dirac dont la surface est
modulée par le signal z(t). Bien entendu, il s’agit & d’'un modele mathématique
facilitant 1’analyse de I’échantillonnage et qui, d’un point de vue pratique, donne
heureusement des résultats pas trop différents de ce que 'on obtient avec un échan-
tillonneur réel.
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5.3. Analyse fréquentielle

//\ t‘
\

% —

Syt

WWWIWWWTWW

Xe(t) = X(t) - S (t)

~ a4 N

TTT1WT}\ AN '

VR T

FIGURE 5.6.: Echantillonnage d’un signal

Si on veut respecter la forme du signal, il est important d’avoir des impulsions suffi-
samment proches les unes des autres. Dans le cas contraire, il n’est plus possible de
voir les variations les plus rapides du signal a traiter. Ceci conduit & une ambiguité,
car rien n’exclut que les points échantillonnés du signal A puissent appartenir & un
autre signal B contenant des fréquences plus élevées (figure 5.7).

x(t)

Te

FIGURE 5.7.: Ambiguité due a I’échantillonnage

5.3. Analyse fréquentielle

Comme le choix de la période d’échantillonnage 7T, dépend de la rapidité du signal,
donc de son spectre, il est nécessaire d’analyser le comportement de 1’échantillon-
neur également dans le domaine fréquentiel.
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

Nous venons de voir que 1’échantillonnage d’un signal analogique est modélisé dans
I'espace temps par la multiplication du signal z(¢) par un peigne temporel de Dirac
dr,(t). Or, on sait qu’a une multiplication temporelle correspond, dans ’espace des
fréquences, une convolution fréquentielle entre le spectre X (jf) du signal z(t) et
celui du peigne de Dirac D(jf) :

ze(t) =xz(t) - or.(t) & X(f)=X(Gf)@D(Gf) (5.2)
5.3.1. Spectre d’un peigne de Dirac

A
Bre(t)

WWT[“}LT [T

A

=L
D) = -8 1ol
1/Te

1 1 A

ol g

FI1GURE 5.8.: Peigne d’impulsions de Dirac et son spectre

Propriété Le spectre d’'un peigne temporel de Dirac o7, (t) de période T, est un
peigne fréquentiel de Dirac dy,(f) de période f. = 1/T, et d’amplitude 1/7..

5 i omme la suite d’impulsions o7 est un signal périodique, on
Démonstration C | te d’impul 07, (t) est 1 périodique,
peut la décrire par sa décomposition en série de Fourier :

+o00

1
or. (t) Z D(jk) exp (+72m k f.t) avec fo= T

k=—00
ou D(jk) représente les coefficients de Fourier de d7,(t) qui valent :
+Te/2 04
= —/ t) exp (—j2m kf.t) :—/ c1-dt = —
T./2

Ce qui, en terme de transformation de Fourier, s’écrit également

D(if) = 7 35.(1) (5.3)

6

et donne un peigne fréquentiel de Dirac. Une représentation graphique en est donnée
a la figure 5.8.
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5.4. Recouvrement spectral

5.3.2. Spectre d’un signal échantillonné

On a vu ci-dessus que le spectre d'un signal échantillonné se calcule en effectuant
la convolution entre les spectres X (jf) et D(jf) et que ce dernier est un peigne de
Dirac de période spectrale f.. Comme la convolution entre une impulsion de Dirac
et une fonction continue reproduit la valeur de la fonction a ’endroit ol se situe
I'impulsion de Dirac, on voit que le spectre de base X (jf) est répété en tous les
multiples de la fréquence d’échantillonnage f.. On a donc :

“+oo

X(if) = XGH @D = 7 > X G —mf) (5.4)

Ce résultat tres important montre que le spectre d’'un signal échantillonné est la
somme d’une répétition périodique du spectre du signal analogique X (jf) (figure
5.9) et que la période de ce spectre est égale a la fréquence d’échantillonnage f..

x(t) X(f)

— N\ N\ f
N ~—
Xe(t) Xe(f)

Tﬂﬂ\h\ Te v(ﬂ h\ ot /\ /\ f
SEX R fe e

FIGURE 5.9.: L’échantillonnage d’un signal analogique provoque la répétition de son
spectre

Echantillonnage d’une sinusoide Considérant un signal sinusoidal z(t) de fré-
quence fo = 3 [kHz] échantillonné a la fréquence f. = 8 [kH z], on obtient les points
échantillonnés z(nT,) représentés a la figure 5.10a. Malgré le faible nombre de points
obtenus (quatre points pour une période et demie), le signal x(¢) est univoquement
défini du point de vue de Fourier.

Le spectre original et sa répétition font apparaitre des raies spectrales se trouvant
aux fréquences +m f.+fo = £3, £5, £11, £13, +19, ---. On en déduit que, dans la
bande de base qui s’étend de 0 & f./2 = 4 [kHz], il n’y a qu'une seule raie spectrale
située en fy = 3 [kHz]. C’est la raie correspondant au signal original (figure 5.10b).

5.4. Recouvrement spectral

A cause de la répétition du spectre de base autour des multiples de f., on ima-
gine aisément que les spectres vont se superposer si la fréquence d’échantillonnage
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X(t), x(n Te)

-1 I I 1 1 I 1 I I

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
temps [ms]

0.5

0.4

0.3r-

XG0

0.2

0.1

fréquence [kHz]

FIGURE 5.10.: Echantillonnage d’une sinusoide (f., > 2 f;)

devient trop petite. La figure 5.11 illustre cette situation dans les domaines tempo-
rel et spectral. En réduisant la fréquence d’échantillonnage, on diminue la distance
entre les spectres qui, pour finir, se recouvrent. Cette superposition correspond a la
somme des spectres qui conduit & une déformation irrécupérable du spectre initial :
il n’est plus possible de reconstituer le signal z(¢) & partir du spectre ainsi obtenu.

Il est donc important de ne pas oublier que I’échantillonnage d'un signal n’est pas
une opération aussi anodine qu’elle parait. Si la période d’échantillonnage est trop
petite, cela peut modifier gravement le signal temporel pergu apres échantillonnage.
Comme le montre la figure 5.12, une sinusoide de fréquence élevée peut étre pergue
comme un signal de fréquence beaucoup plus faible.

Le recouvrement spectral illustré par les figures 5.11 et 5.13 peut également étre
interprété comme un repliement du spectre autour de f./2. Cette fréquence par-
ticulierement importante fy = f./2 porte le nom de fréquence de Nyquist et elle
délimite le domaine d’analyse compris entre +f./2. Ainsi que le montre la figure
5.13, les valeurs obtenues par superposition des spectres peuvent appartenir aussi
bien a une sinusoide de 2 kHz qu’a celle de 6, 10 ou 14 kHz. Ce qui fait que si
I'on n’y prend pas garde, la fréquence réelle 6 kHz est percue comme un signal
basse-fréquence de 2 kHz. Tout se passe comme si les signaux de fréquences 6, 10
ou 14 kHz étaient percus comme un seul signal de fréquence 2 kHz.

En analysant la figure 5.13, on voit que les raies spectrales apparentes dues &
I’échantillonnage se situent en

fapp:j:mfe:tfk; m7é() (55)

et que, si la fréquence d’échantillonnage n’est pas assez élevée, elles peuvent se
retrouver dans la bande de base —f./2 < f < +f./2.

Un exemple de repliement spectral bien connu est le phénomene observé au ci-
néma lorsqu’un chariot équipé de roues a rayons se déplace. La scéne filmée est
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5.4. Recouvrement spectral

Xe(t) Xe(f)

s A : /\ /\ :
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FIGURE 5.11.: Echantillonnage et recouvrement spectral
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FIGURE 5.12.: Sinusoide fortement sous-échantillonnée
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16k
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FIGURE 5.13.: Illustration du recouvrement spectral

échantillonnée par la caméra a raison de 24 images par secondes. Lorsque le chariot
démarre et accélere, la fréquence du signal représenté par la rotation des rayons
augmente et & un moment dépasse la fréquence de Nyquist (12 images par seconde).
Des cet instant, la vitesse de rotation semble diminuer, s’annuler et méme deve-
nir négative. L’information contenue dans I'image est faussée par le recouvrement
spectral et ne correspond plus a la réalité. Il s’agit de 'effet stroboscopique bien
connu.

5.4.1. Quelques exemples
Sous-échantillonnage d’une sinusoide

Donnée On considere un signal sinusoidal z(¢) de fréquence fo = 5 [kHz} que l'on
échantillonne avec une fréquence f, = 8 [kHz].

Questions
1. Dessinez la fonction x(t) et les points échantillonnés z(t = nTy).
2. Calculez la fréquence apparente f,,, du signal z[n] = z(t = nT,).
3. Dessinez la sinusoide basse-fréquence passant par les points échantillonnés.

4. Calculez et dessinez le spectre du signal échantillonné.

Réponses Les courbes demandées sont calculées et dessinées avec Matlab a 1’aide
des commandes ci-dessous :

% paramétres des signaux
fo = 5e3; fe = 8e3;
To = 1/fo; Te = 1/fe;

% calcul de x(t)
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5.4. Recouvrement spectral

tmax = 5e-3; kmax = 500;
dt = tmax/kmax;
tt = 0:dt:tmax;
xt = sin (2xpix tt/To);

e

X(), x(nT)

I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

temps [ms]
T T T T
0.5F t | b -
| | | |
04 -t | b I~
| | | |
= 03! ! | I
S \ \ \ \
X o2kt | | I
| | | |
0.1F ! | | I
| | | |
0 | e e |
| | | 1 |
-15 -10 —f -5 0 5 + 10 15
€ fréquence [kHz] €
FIGURE 5.14.: Sous-échantillonnage d’une sinusoide
La fréquence apparente vaut fo,, = |fo — fe| = 3[kHz]. Comme elle se situe en

dessous de la fréquence de Nyquist fy = f./2 = 4[kHz], elle sera associée a la
présence d'une oscillation de période 0.33 [ms| qui n’existe pas en réalité (figure

5.14).

% signal apparent
fapp = fo - fe;
xta = sin (2*pi * tt * fapp);

% échantillonnage de x(t)
tn = 0:Te:tmax;
xn = sin (2*pi * tn/To);

% tracage dans le domaine temporel
subplot(2,1,1);
hl = plot (tt, xt); grid;
set(hl,’LineWidth’,2); hold on;
plot(tn, xn, ’o’, tt, xta, ’-’);
xlabel (’temps [sec]’);

Le spectre original et sa répétition font apparaitre des raies se trouvant aux fré-
quences suivantes :
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k=1m=0,1,23][] 0 | 1 2 3 | ]
+m f. £ fo +5 | +3, +13 | +11, +21 | +19, +29
—m f. %+ fo +5 | 3,13 | 11, -21 | -19, 29

On en déduit I'information erronée que, dans la bande de base allant de 0 & f./2 =
4[kHz|, il n’y a qu'une raie spectrale : celle correspondant au signal apparent de
fréquence f,,, = 3 [kHz] (figure 5.14).

Echantillonnage d’un signal carré

Considérons un signal carré de période Ty = 1[ms] dont on sait que son spectre
est constitué de raies situées en tous les multiples impairs de la fondamentale f, =
1[kHz]. Ce signal est échantillonné a la fréquence f, = 12.8 [kH z].

Comme le rapport entre f. = 12.8[kHz] et fo = 1[kHz| n’est pas entier; le re-
couvrement spectral fait apparaitre de maniere évidente des raies parasites en des
fréquences inattendues (figure 5.15). Ces raies apparentes se situent en

fapp:j:m'fej:k'f(]

En ne considérant que les premiers spectres latéraux (m = £1), on peut calculer les
fréquences apparentes suivantes

fapp = £12.8 4 (1,3,5,7,9,11,13,15, - - )

De maniere plus détaillée, cela donne :

lm=xLk=1,--- 1 [ 3 | 5 [ 7 | 9 [ 11 ] 13 ] 15 | 17 |
+12.84(---) +13.8 | +15.8 | +17.8 | +19.8 | +21.8 | +23.8 | +25.8 | +27.8 | +29.8
+12.8 — (---) +118 | +98 | +78 | +5.8 | +3.8 | +1.8 | 0.2 | —2.2 | —4.2
~12.8+(--+) -11.8 | -9.8 -7.8 -5.8 | 3.8 | -1.8 | +0.2 | +2.2 | +4.2
-12.8 - (---) -13.8 | -15.8 | -17.8 | -19.8 | -21.8 | -23.8 | —25.8 | —27.8 | -29.8

Les valeurs mises en gras correspondent aux fréquences apparentes que l’on retrouve
dans la bande de base comprise entre 0 et fy = f./2 = 6.4 [kHz].

Echantillonnage d’une suite d’impulsions rectangulaires

Afin de mieux comprendre comment un spectre est modifié par le recouvrement
spectral, on considere une SIR de période Ty = 1[ms] et de largeur At = 0.2 [ms].
Cette SIR est échantillonnée & la fréquence f, = 16 [kH z]

On sait que le spectre de la SIR est constitué de raies situées en des multiples de la
fondamentale fy = 1 [kH 2] s’annulant pour tous les multiples de 1/At = 5 [kHz]. A
cause de I’échantillonnage, ce spectre devient périodique f.. Une illustration en est
donnée dans la figure 5.16 o1 'on a représenté
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5.4. Recouvrement spectral

Signal échantillonné xe(t)
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FIGURE 5.15.: Echantillonnage d’un signal carré

le signal temporel z(t) et les valeurs échantillonnées z.(n) ;
le spectre de base X (jf) et son enveloppe (sinus cardinal) ;

le spectre de base X (jf) et ses copies en f = % f,;

= W =

le spectre X.(jf) du signal échantillonné qui provient de la somme des spectres
précédents.

Comme le spectre du signal échantillonné est la somme de tous les spectres décalés
en +m f., on voit que le spectre résultant est composé du spectre original auquel
viennent s’ajouter les raies spectrales des spectres latéraux.

Dans cet exemple o1 nous avons choisi un rapport entier entre f. et fy égal a 16, les
raies spectrales se superposent alors exactement. Si bien que 1’on observe des raies
situées a ’endroit ou on les attend. Le risque est alors grand de ne pas voir que les
amplitudes des raies spectrales sont faussées par le recouvrement spectral.

En particulier, si I’'on considere la raie spectrale d’ordre 4, on voit que le résultat da
a I'échantillonnage sera la somme des composantes d’ordre +20, =12, (f. +=4), 436,
28, (2 fo £4) ... dues aux décalages spectraux +f., £2f., etc. On voit donc que,
de maniere générale, le repliement spectral fait apparaitre en la fréquence f, = k fy
des composantes spectrales provenant de k fy +=m f..

A titre informatif, voici le code Matlab créé pour analyser I’échantillonnage de la
SIR.

% création d’une période
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FIGURE 5.16.: Echantillonnage d’une SIR
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5.4. Recouvrement spectral

TO = 1; delta = 1/5; kO = 256;
dt = TO/kO;
t0 = -T0/2:dt:T0/2-dt;

xt0 = (t0>(-delta/2)) & (t0<(+delta/2));

création de Nper périodes

Nper = 5;

tt = -Nper*T0/2:dt:Nper*T0/2-dt;

xt = [1;

for k1 = 1:Nper, xt = [xt,xt0]; end;

échantillonnage tous les ndt points
ndt = 16; Te = ndt*dt;

tn = tt(l:ndt:length(tt));

xn = xt(1l:ndt:length(xt));

spectre de xt (analogique)

duree = max(tt)-min(tt)+dt;

fmax = 1/dt; df = 1/duree;

ff = -fmax/2:d4f:fmax/2-df;

Xjf = fftshift(fft(xt))/length(xt);
Xf = abs(Xjf);

spectre théorique de xt (enveloppe)
Xjfth = delta/TO*sinc(ff*delta/TO0);

spectre de xn

fe = 1/Te; Nfft = length(xn);
dfe = fe/Nfft;

ffe = -fe/2:dfe:fe/2-dfe;

Xejf = fftshift(fft(xn))/Nfft;

graphes

subplot(4,1,1);
plot(tt,xt,tn,xn,’.’);

subplot(4,1,2);
stem(ff,Xf,’k.’); hold on;
plot (ff,abs(Xjfth));

subplot(4,1,3);
stem(ff,Xf,’k.’); hold on;
stem(ff-fe,Xf,’b.’);
stem(ff+fe,Xf,’r.’);

subplot(4,1,4);
stem(ffe,abs(Xejf),’.’); hold on;
plot (ff,abs(Xjfth));

185



. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

Echantillonnage d’une exponentielle décroissante

Donnée Une exponentielle décroissante d’amplitude A = 10V, de constante de
temps 7 = 0.2msec est échantillonnée avec T, = 7/2 = 0.1 msec.

Question  Calculez le contenu spectral du signal échantillonné pour f = 0 et
f = f. en se limitant a 'effet des 2 premiers spectres latéraux seulement.

Réponse Sachant que le signal
x(t) = A exp(—t/7)e(t)

possede le spectre suivant
-

1+ j2n fr

le spectre du signal échantillonné x.(t) vaut :

X(Gf)=A

XGf) = 7 Y XGU-k£)

k=—00

1 i’i AT
T At (f -k fo)r

X(t)

08f © x[n] | 7

0.6 ©) 4
0.4 ) o 4

0.2 O 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
temps [sec] x 1072

fréquence [kHz]

FIGURE 5.17.: Echantillonnage d’une exponentielle amortie et son spectre
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5.5. Théoréme de I’échantillonnage

La méthode la plus simple pour calculer X.(jf) consiste a utiliser Matlab. Dans le
calcul qui suit, on notera que pour des raisons d’échelle, la période d’échantillonnage
n’est pas prise en compte dans le calcul des spectres.

% parametres
A = 10.0; tau = 0.2e-3;
fc = 1/(2%pix*tau);
Te = tau/2; fe = 1/Te;

% spectre original en f = 0 et f = fc:
f = [0, fcl;
Xf0 = Axtau ./ (1 + j*2*pi x fxtau)
Xfm = abs (X£f0)
>> Xfm = 0.2000e-3 0.1414e-3

% repetition spectrale

% spectre original
Xf0 = Axtau ./ (1 + j*2*pi x fxtau)

% spectres dus a =£fe
Xfpl = Axtau ./ (1 + j*2xpi * (f + fe)*tau);
Xfml = Axtau ./ (1 + j*2xpi * (f - fe)*tau);

% spectres dus a £2fe
Xfp2 = Axtau ./ (1 + j*2xpi * (f + 2xfe)*tau);
Xfm2 = Axtau ./ (1 + j*2%pi * (f - 2xfe)*tau);

% spectre résultant
Xfe XfO0 + Xfml + Xfpl + Xfm2 + Xfp2
Xfem = abs (Xfe)
>> Xfem = 0.2031e-3 0.1415e-3

% erreurs relatives
erreurs = (Xfem - abs(Xf0)) ./ abs(Xf0)
>> erreurs = 0.0157 0.0008

Cet échantillonnage de 'exponentielle amortie avec T, = 7/2 conduit donc aux
erreurs relatives suivantes :

— 1.57% pour 'amplitude de la composante continue

— 0.08% pour 'amplitude & la fréquence de coupure (f. = 796 [Hz]).

Une illustration de la somme de ces spectres est donnée a la figure 5.17.

5.5. Théoreme de I'échantillonnage

Les exemples ci-dessus ont montré a I’évidence que les résultats fournis par ’analyse
d’un signal échantillonné peuvent étre gravement modifiés si I'on n’y prend pas
garde. En 1948, Shannon a montré que, pour éviter ces problemes, il suffit de
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satisfaire I'inégalité suivante :

fe > 2 frmax & T, <

Ce théoreme s’énonce également de la maniere suivante :

Un signal z(t) peut étre représenté de maniére univoque par

une suite de valeurs échantillonnées si la fréquence d’échan-

tillonnage f. est au moins 2 fois plus élevée que la plus grande

des fréquences contenues dans le signal.
En pratique, on limite, avant échantillonnage, le spectre du signal avec un filtre
passe-bas analogique dont la fréquence de coupure dépend de la bande passante
utile. Afin de laisser un peu d’espace pour la bande de transition du filtre antire-
couvrement, on choisira :

fez(g"'g))fmax <~ T’e2

(5.7)

Plus de détails seront donnés dans la section 5.7.

5.5.1. Filtre antirecouvrement

En général, les fréquences présentes dans un signal s’étendent sur un domaine plus
étendu que ce qui est utile pour le message a transmettre. Suivant la qualité atten-
due pour celui-ci, on limite plus ou moins le domaine fréquentiel sur lequel portera
le traitement du signal.

Connaissant ce domaine d’intérét, délimité par la fréquence f,,.., on pourra éviter
le recouvrement spectral en filtrant analogiquement le signal z(t) avant son
échantillonnage. Comme il n’est pas possible, avec un filtre réel, de supprimer
totalement les fréquences supérieures a f,q., on est amené a accepter 'effet d’un
léger recouvrement spectral.

La figure 5.18 illustre le recouvrement spectral que I'on obtient avec des filtres de
Butterworth dont la réponse fréquentielle et le recouvrement spectral sont décrits
par

H(f) = Hi(f)=H(f ~f) = e (55)
() 1 (54)
5.5.2. Exemple

Donnée Considérons un signal z(t), & spectre constant dans une large bande de
fréquence que l'on filtre passe-bas avec un filtre de Butterworth d’ordre m = 6 et
de fréquence de coupure f. = 1[kHz|.

Dans ce qui suit, on souhaite estimer la valeur de la fréquence d’échantillonnage f.
nécessaire pour que l'effet du recouvrement spectral a la fréquence de coupure f.
soit inférieur & 1%.
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Filtres de Butterworth d’ordre m
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FIGURE 5.18.: Recouvrement spectral pour un filtre de Butterworth (f. =4 f.)

Solution Puisque en f = f., amplitude de la réponse fréquentielle du filtre
de Butterworth vaut 1/4/2 = 0.707, l'amplitude due au recouvrement spectral en
cet endroit devra étre inférieure & 1% de 0.707; c’est-a-dire, 0.00707 = 1/141 (fi-
gure 5.19).

0

H(f) [dB]

-60 | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

fréquence [Hz]
FI1GURE 5.19.: Effet du filtre antirecouvrement d’ordre 6 avec f, = 3.28 f.

Ne considérant que le premier spectre latéral, l'effet du recouvrement est décrit par
la réponse fréquentielle centrée en +f. :

er(f) = H(f_fe> =

lorsque f = f.

>12 :m
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On a donc :

12 12
1+(fcjj(3fe> :1+(fe;‘cfc) :1412:2104

De cette équation, on tire :

o= (1+(2-10)"%) 1,
— 3.28f. = 3.28 [kH 2]

Remarque Il est important de relever que ce résultat provient d’une estimation
basée sur les modules des spectres alors que, pour étre exact, il aurait fallu travailler
avec les spectres complexes (voir I’exemple du paragraphe 5.4.1).

5.6. Quantification d’un signal échantillonné

5.6.1. Quantification uniforme

Le convertisseur A—-N effectue la numérisation d’'un signal analogique apres échan-
tillonnage et délivre des séquences numériques codées avec un pas de quantification
() dépendant du nombre de bits du convertisseur. Dans le cas d’une loi de quantifi-
cation uniforme ou les valeurs codées sont obtenues par arrondi dans le domaine de
conversion Agay du convertisseur, on a :

AC’AN
2n

Q= (5.9)

Considérant pour la suite que le CAN travaille avec n bits entre +U, 02 €t —Unas
(figure 5.20), on a Agay = 2 Uy €t le pas de quantification vaut alors

Q o AC’AN . 2Umaz - Umaa;
o on - mn o 2n—1

Le pas de quantification () rapporté au domaine de conversion Agany définit la
résolution du convertisseur

(5.10)

0 1
=—=1LSB 5.11
Acay 27 (5.11)

Roan =

On dit, de maniere équivalente, que la résolution est égale au poids du bit le plus
faible du convertisseur.

Lorsque les valeurs codées sont obtenues par arrondi, ’erreur due au codage se
répartit uniformément autour de la droite de conversion idéale et la caractéristique
de codage est celle représentée a la figure 5.20. Dans le domaine de quantification,
I’erreur maximum due a la quantification vaut alors :

_Q_Umax
2 om

Eq
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5.6. Quantification d’un signal échantillonné

Par exemple, si 'on considere un CAN 4 bits travaillant entre 8 [V], on aura

2-8[V] 1

Y 00[V] @ =050[V]  Reay = ¢
En observant attentivement la figure 5.20, on voit que le domaine de conversion
s’étend plus précisément de U,,;;, = —8—0.5 = —8.5[V] & Uppr = +8—0.5 =7.5[V].
Ce qui donne bien évidemment Acan = 16 [V].

ACAN: 16 [V] Q:

Remarque Il est important de bien distinguer entre résolution et précision d'un
convertisseur. Généralement, ces deux grandeurs sont du méme ordre. On peut
cependant tres bien imaginer I'exemple d’un convertisseur 4 bits qui aura une réso-
lution de 1/16 = 6.25% alors que les 16 valeurs fournies par le convertisseur peuvent
étre précises a 0.1%.

10 T T
original
codage
8 erreur

Sortie codée

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Tension d’entrée

F1GURE 5.20.: Loi de quantification uniforme et signal d’erreur pour un convertis-
seur 4 bits travaillant entre +8[V]

5.6.2. Bruit de quantification

Nous venons de voir que 'opération de quantification remplace chaque valeur du
signal x(t = nT,) par une approximation. L’effet de cette approximation revient,
mathématiquement, & superposer au signal d’origine z(t) un signal d’erreur e(t) que
I’on appelle le bruit de quantification. L’amplitude maximum de ce signal d’erreur
est Eg = /2 (figure 5.21). Sa puissance est une mesure de la dégradation que subit
le signal.
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10

original
codage
81 bruit

Amplitude

-8

-10 ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
temps

FI1GURE 5.21.: Numérisation et bruit de quantification d’un signal analogique ne
débordant pas le domaine du CAN

Si le pas de quantification est beaucoup plus petit que amplitude du signal x(t),
on peut raisonnablement admettre que le signal d’erreur est constitué de segments
de droite compris entre £Q/2 et de durée variable At (figure 5.21). L’équation
décrivant ce signal d’erreur élémentaire s’écrit alors :

e(t)—%tpour ——<t§+%
et sa puissance moyenne vaut :
1 [HA2 ,
Py = A7 o e“(t) dt
_ i +At/2 (g t)2 dt
At J_ A, /2 At

- al®)2(3)

Ce qui donne finalement le résultat bien connu pour une distribution statistique
uniforme :

By @
Pp=_—% 5.12
=3 =1 (5.12)

La valeur ainsi obtenue est une estimation de la puissance du bruit de quantification
suffisante pour la plupart des cas réels. Si I'on exprime cette puissance par rapport
au nombre de bits du convertisseur, on obtient :

P _ i 2 Umaz 2 o Umaz 2
¢\ o ~\2ny3
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5.6. Quantification d’un signal échantillonné

La puissance du bruit de quantification Py permet de calculer la valeur efficace du
bruit de quantification qui vaut :

Qers =/ Po= \/% (5.13)

Le spectre du signal d’erreur est plus difficile a évaluer. Mais dans la plupart des cas,
les conditions sont remplies pour que la densité spectrale du bruit de quantification
puisse étre considérée constante.

5.6.3. Rapport signal sur bruit

Lorsque qu’'un signal est perturbé par du bruit, il est nécessaire de chiffrer I'impor-
tance de cette perturbation par rapport au signal. On introduit alors la notion de
rapport signal sur bruit (SNR = Signal to Noise Ratio) défini comme le quotient
entre la valeur efficace du signal X.¢s et celle du bruit Nesy :
Xe
SNR==1 (5.14)
Negy
Dans notre cas, le bruit est dii a la quantification du signal. On a donc Nefr = Qe
avec Qerr = (Q/V/12. Le rapport signal sur bruit d’un convertisseur vaut alors :
Xeys

X
SNR = L _gn-1 /19 Z¢l] 5.15
Q/V12 Unaz (5.15)

Exprimé en dB, ce rapport signal sur bruit vaut :
SNR;z = 20log(SNR)
Xe
= (n—1)20 log(2) + 10 log(12) 4 20 log =/~

max

d’ou :

Xe
SN R = 60 +48dB +20 log I < 6n+4.8dB (5.16)

max
On voit ainsi que le rapport signal sur bruit d'un convertisseur A-N dépend de
son domaine de conversion et de la valeur efficace du signal. Comme 'amplitude
de celui-ci ne doit pas dépasser le domaine du convertisseur si 'on veut éviter des
saturations, on voit que le SNR sera toujours inférieur a 6n + 4.8 dB.

5.6.4. SNR de quelques signaux

Signal sinusoidal “pleine échelle”

Dans le cas particulier ou le signal analogique est une sinusoide d’amplitude égale
a la tension mazimum U,,,, du convertisseur A-N, on a :

U, 1
X@ _ Zmaz __ 2n—1
LRV
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Le rapport signal sur bruit maximum que I'on peut avoir aprés quantification vaut
alors :

n—1

Qerr Q/V12

Exprimé en dB, ce rapport devient :

SNRpaz,a5 = 20 log(SNR)
= (n—1)20log(2) + 10 log(6)
~ 6(n—1)+7.8dB

d’ou
SNRye,ap =61+ 1.8dB si A =Unas (5.17)
Il est important de se rappeler que ce résultat n’est valable que pour une sinusoide

dont I'amplitude couvre toute la plage du convertisseur A—N et qu’il représente le
SNR maximum possible pour un convertisseur donné.

Ainsi, pour un convertisseur 8 bits, le rapport signal sur bruit maximum vaut
environ 50 dB. Ceci est suffisant pour la plupart des applications industrielles, mais
pas du tout en haute-fidélité ot 'on désire un rapport d’au moins 96 dB. Dans ce
cas, 16 bits sont nécessaires avec un convertisseur d’excellente linéarité.

Dans le cas plus général ou 'amplitude A du signal sinusoidal est inférieure a U4z,
on aura :

Umam

SNRyg ~6n+ 1.8dB — 20 log A < U,on (5.18)

Signal triangulaire “pleine échelle”

Dans le cas particulier ou le signal analogique est un triangle d’amplitude égale a la
tension mazimum Up,q, du convertisseur A-N, on montre aisément (voir exercices)
que le rapport signal sur bruit obtenu apres quantification vaut au maximum :

SNRma:v,dB =6n si A= Umaac (519)

Dans le cas plus général ou 'amplitude A du signal triangulaire est inférieure a
Unas, ON aura :

Umaz
SN R = 61— 20 log — A < Upas (5.20)

Signal a distribution gaussienne

Dans le cas ot I'on peut admettre que la distribution statistique d’un signal quel-
conque est gaussienne, on montre que le risque de dépassement du domaine de
conversion est inférieur a
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5.6. Quantification d’un signal échantillonné

En considérant ce dernier cas (satisfaisant d’un point de vue pratique), on a :

Umax
3

SNRmaz’dB=6n—|—4.8dB—20 log3:6n—47dB si Xeff:

Dans ce cas, plus général que celui du signal sinusoidal, on voit que le rapport signal
sur bruit ne dépassera pas 43 dB pour un convertisseur 8 bits. Une illustration de
la quantification de trois signaux types est donnée dans la figure 5.22.

Sinus Triangle Bruit
1 1 1
05 0.5 0.5
x
3
c 0 0 0
2
n
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1
temps temps temps

1 1
j4]
-g 0.5 0.5
c
2
§ O O VAVAVAVAVAVAVAWAVN’\V’\VA‘JAVA‘J '\V'\V'\VAV'\VA‘IA‘JAAVAVAVAVAVAVAVA 0
g
S -05 -05 -05
(o4
-1 -1 -1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
SNR =26 dB 24 dB 19dB

theor

FIGURE 5.22.: Quantification avec 4 bits de trois signaux types

5.6.5. Non linéarité du convertisseur

Jusqu’a présent, on a considéré des convertisseurs A—N parfaits, exempts de toute
erreur de linéarité; cela signifie que la relation sortie-entrée est décrite par une
droite et que les pas de quantification se répartissent régulierement le long de cette
droite. Or dans la réalité, la relation sortie-entrée n’est jamais exactement linéaire.
Une illustration en est donnée a la figure 5.23.

En général, la valeur absolue de la différence entre la courbe réelle et la droite
idéale ne dépasse pas un demi LSB. Dans ce cas, l'erreur de non linéarité est au
maximum équivalente & la perte d'un bit de poids faible. On admet alors, de maniere
conservative, que le nombre de bits effectif est diminué de 1

neff:n—l
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Ce qui conduit aux résultats globaux suivants

— 1 _ 1 o Umaz o Umaaj
o 2neff o 277,—1’ QNL o 2neff—1 - 277,—2

Ryy (5.21)

On voit ainsi que le rapport signal sur bruit calculé jusqu’ici est réduit d’un facteur 2
ou de 6 dB. Le rapport signal sur bruit est alors corrigé de la maniere suivante :

SNRNL,dB >~ SNRdB —6dB (522)
Convertisseur linéaire Convertisseur non linéaire

25 25

o] Qo

< <

(] - (O]

N} g N}

T ORI ISP g o S S

o (8]

9 9

@ -5 @ -5

-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Tension d’entrée Tension d’entrée

-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
temps temps

FIGURE 5.23.: Effet d’une non-linéarité

| Signaux || SNRyas [dB] | SNR4, avec NL [dB] |

sinus 6n + 1.8 6n —4
triangle 6n 6n —6
bruit gaussien 6n — 4.7 6n — 11

TABLE 5.1.: Limite des convertisseurs A—N

5.6.6. Conclusion
Les situations que l'on vient d’analyser peuvent se résumer dans le tableau 5.1.

De celui-ci, on notera que de maniere générale, une conversion A-N réelle peut
difficilement fournir un rapport signal sur bruit supérieur & 6(n — 1) dB méme si
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5.7. Choix d’un filtre et de la fréquence d’échantillonnage

la plage du convertisseur est utilisée dans sa totalité. On retiendra donc la relation
suivante

SNR < 6n— 6 [dD] (5.23)

comme représentative de ce que I'on peut obtenir au mieux dans des situations
réelles.

Quelques de valeurs de SNR

Comme nous venons de le voir, le traitement numérique des signaux introduit des
erreurs dont on peut estimer la valeur. Celles-ci ne seront acceptables que si elles
ne dépassent pas des limites psycho-physiologiques généralement connues.

En téléphonie par exemple, il est important et suffisant que les locuteurs puissent
se reconnaitre au son de leurs voix. Comme les fréquences fondamentales présentes
dans les voix humaines dépassent rarement 1 kHz, on admet qu’une bande passante
de 4 kHz est suffisante pour laisser passer les harmoniques nécessaires. Cette bande
passante permet de fixer la fréquence d’échantillonnage utilisée en téléphonie nu-
mérique a 8 kHz. De plus, de maniere a ce que la voix numérisée ne soit pas trop
“granulaire”, une dynamique de 50 dB est demandée : des convertisseurs 8 bits sont
généralement acceptés.

] Applications H Dynamique \ Nombre de bits \
Téléphonie 50 dB 8
Mesures industrielles 70 dB 12
Audio numérique 96 dB 16
Multimetre numérique || > 100 dB 18

TABLE 5.2.: Quelques valeurs SNR typiques

En audio de haute qualité, les limites que ’on souhaite atteindre sont fixées par les
capacités de l'oreille humaine ; la dynamique et la bande passante demandées sont
donc bien plus élevées qu’en téléphonie. Ainsi, pour reproduire la qualité sonore
d’une salle de concert, on exige une bande passante de 20 kHz et une dynamique
de plus de 80 dB car cela correspond au rapport entre le volume sonore d'un grand
orchestre et le bruit de fond d’une salle silencieuse.

5.7. Choix d’un filtre et de la fréquence
d’échantillonnage

Nous venons de voir que, lors d'une conversion A-N, deux effets négatifs appa-
raissent :

1. le recouvrement spectral causé par 'impossibilité d’avoir un filtre idéal ;

2. la limitation du rapport signal sur bruit due a la résolution du convertisseur.
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Généralement le nombre de bits et la bande passante nécessaires sont fixés par
I’application ; il reste donc a trouver la fréquence d’échantillonnage f. et 'ordre n
du filtre antirecouvrement. Le critére le plus fréquemment admis pour trouver ces
deux valeurs est le suivant :

L’effet du recouvrement doit étre inférieur a la résolution liée

a la quantification et a la non linéarité du convertisseur CAN.
Admettant que l'on utilise un filtre passe-bas de Butterworth d’ordre m et de
fréquence de coupure f., on aura, a 'extrémité de la bande passante (f = f.), une
atténuation du recouvrement spectral valant (voir section 5.5.1)

1
H(f = fo)ly=r. = -
fe=te )"
\/ 1 ()
On a vu que la résolution d’un convertisseur A—N & n bits possédant une non-
linéarité de :t% LSB vaut pratiquement

1
2n—1

R~

Admettant qu’a la fréquence de coupure le recouvrement spectral doit étre inférieur
a la résolution du convertisseur, il vient

2m
\/1+<fc;cfe) >2n_1

d’ou :
2m
1+(ﬂ;ﬂ> > (2v1)°
(fc B fe)Qm > (27171)2
Je

CORES

Ce qui donne finalement :
fe > fe- (1 + (2”‘1)1/’”> (5.24)

Le tableau 5.3 donne le rapport f./f. pour différents filtres de Butterworth et
convertisseurs A-N entachés d’une non linéarité de i% LSB. On notera que si I'on
souhaite utiliser un filtre d’ordre 2 seulement avec un convertisseur 8 bits, il faut
choisir une fréquence d’échantillonnage 13 fois supérieure a la fréquence de coupure.
Alors que, si 'on adopte un filtre d’ordre 8, une fréquence d’échantillonnage 3 & 5
fois supérieure a la fréquence de coupure suffit suivant le nombre de bits du CAN.

C’est pourquoi, admettant que ’échantillonneur est précédé d’un filtre antirecou-
vrement d’ordre 8, on propose généralement une fréquence d’échantillonnage telle
que

f62(35)f0 (525)
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5.8. Reconstruction du signal

Ordre m || Nombre de bits n du CAN
dufiltre | 8 [10 [ 12 | 14 | 16

2 13 | 24 | 47 92 182
44|58 |7.7|10.6 | 14.5
37145 56| 7.1 ] 9.0
33139 |46]| 55 | 6.7
3.0[35140| 47 | 55
29132361 4.1 4.7

Q0| | O O B~

TABLE 5.3.: Rapport f./f. en fonction de l'ordre du filtre (Butterworth) et du
convertisseur analogique numérique (n bits :l:% LSB)

5.8. Reconstruction du signal

5.8.1. Convertisseur N-A

Le convertisseur N-A convertit un signal numérique en un signal analogique. Son

but est de fournir un signal continu entre chaque échantillon. Cette opération

consiste a réaliser une interpolation continue entre les valeurs numériques fournies

par le processeur a chaque période d’échantillonnage. On peut imaginer différents

interpolateurs allant du simple au compliqué :

— l'interpolateur d’ordre 0 qui maintient constante la valeur numérique fournie;;

— l'interpolateur d’ordre 1 qui relie linéairement deux valeurs numériques succes-
sives ;

— l'interpolateur d’ordre 2 qui relie paraboliquement trois valeurs numériques suc-
cessives ;

— l'interpolateur idéal qui remplace chaque valeur numérique par un sinus cardinal.

L’interpolateur le plus simple est celui d’ordre zéro et c’est également celui qui est

réalisé par un convertisseur numérique-analogique classique. Il est souvent désigné

sous le nom de bloqueur d’ordre zéro.

6l

amplitude
! o

I I I I I I I I
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
temps

FIGURE 5.24.: Interpolation d’ordre zéro réalisée par un convertisseur N—A
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5.8.2. Interpolateur idéal

Dans I'énoncé du théoreme d’échantillonnage, Shannon a également donné son co-
rollaire qui précise qu'un signal z(t) peut étre reconstruit & partir des valeurs échan-
tillonnées en utilisant la fonction d’interpolation suivante :

=5

Cela signifie que le signal peut étre reconstruit avec une somme de sinus cardinaux
temporels centrés sur les instants d’échantillonnage ¢ = n'T, et d’amplitudes égales
aux valeurs échantillonnées z[n] :

R L S fe (= nT0))
)= 2 M G ) 20

Une illustration de cette interpolation est donnée & la figure 5.25. On notera que
cette interpolation idéale n’est pratiquement réalisable qu’en temps différé et de
maniere approchée seulement.

(5.26)

n=—oo

Interpolateur idéal
1 T

temps [Te]

FI1GURE 5.25.: Reconstruction d’un signal triangulaire & l'aide d’un interpolateur
idéal

Une comparaison entre les résultats fournis par l'interpolateur d’ordre zéro et 'in-
terpolateur idéal peut étre faite en observant les reconstructions illustrées a la figure
5.26. Comme le signal original possede une discontinuité, cela conduit a un effet de
Gibbs assez prononcé. Dans le cas d’un signal sans discontinuité échantillonné assez
rapidement, la reconstruction est presque parfaite.
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5.8. Reconstruction du signal

Interpolateur d’ordre zéro
1.2 T T T

0.8
0.6
0.4

0.2

0 50 100 150 200 250 300

Interpolateur idéal

50 100 150 200 250 300
temps

FIGURE 5.26.: Echantillonnage et reconstruction d’une rampe

5.8.3. Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un CNA

Le bloqueur d’ordre zéro fournit un signal analogique en escalier dont chaque ni-
veau est égal a la valeur du signal numérique. Fondamentalement, cela signifie que
le signal z[n| est remplacé par une suite d’impulsions rectangulaires d’amplitude
variable.

A cette opération de maintien de la valeur z[n] correspond un opérateur linéaire
dont la réponse impulsionnelle A(t) est une impulsion d’amplitude 1 et de durée T,
(figure 5.27 ) :

1 si 0<t<T,
h(t) = (5.28)

0 sinon

La réponse en fréquence d’un tel opérateur est la transformée de Fourier H(jf) de
sa réponse impulsionnelle h(t) :
_ sin (7 f T,) _
H(jf) =T, ——5=~— exp (—jm f T.) (5.29)
(m fTe)

Sa représentation bien connue est rappelée a la figure 5.28. Pour comparaison, on y
a superposé en traitillé la réponse fréquentielle d’'un interpolateur idéal. On notera
que le CNA agit comme un filtre passe-bas entre 0 et f./2 et qu’il sera bon d’en
tenir compte lors de la reconstruction du signal analogique.
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0.8 -

0.6 T

3 (t)

0.8 -

0.6 _

h(t)

| | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
temps [Te]

FIGURE 5.27.: Réponse impulsionnelle d'un bloqueur d’ordre zéro

fréquence [fe]

phase / Tt

fréquence [fe]

FIGURE 5.28.: Réponse fréquentielle d'un interpolateur d’ordre zéro
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5.9. Analyse qualitative d’'une chaine A-N — N-A

5.8.4. Filtre de reconstruction ou de lissage

On peut se rapprocher d’'un signal analogique plus habituel en éliminant les escaliers
du signal z4(t) créé par le CNA. Pour cela, on fait suivre le convertisseur d'un filtre
passe-bas, dit de reconstruction ou de lissage. La bande passante de celui-ci doit
étre suffisante pour laisser passer 'information contenue dans la bande de base du
signal numérique. Comme celui-ci s’étend de 0 a f./2, les filtres antirecouvrement
et de reconstruction sont généralement les mémes.

5.9. Analyse qualitative d’une chaine A-N — N-A

Une illustration des différents points étudiés dans ce chapitre est donnée dans les
figures qui suivent. On y décrit a 'aide de graphiques les effets du filtre antirecou-
vrement (FAR), de l'interpolateur d’ordre zéro (CNA) et celui du filtre de lissage
(FL). Les signaux rencontrés correspondent a ceux du schéma fonctionnel suivant :

Xo(t) FAR |X® A x[n] | Systeme yinl_IN ys | FL y(t)
- N “| numérique - A -

FIGURE 5.29.: Chaine de traitement des signaux

5.9.1. Echantillonnage sans filtre antirecouvrement

La figure 5.30 montre le signal zq(¢) échantillonné sans filtrage préalable et son
spectre. On y voit en particulier combien le spectre d’amplitude X (f) résultant
s’éloigne du spectre original Xo(f).

5.9.2. Echantillonnage avec filtre antirecouvrement
La figure 5.31 montre le signal z(¢) échantillonné avec un filtre antirecouvrement et

son spectre. On y voit en particulier que le spectre d’amplitude X.(f) résultant est
trés proche, entre 0 et f., du spectre original Xo(f).

5.9.3. Effet du convertisseur N—-A

La figure 5.32 montre le signal échantillonné et son spectre ainsi que celui du blo-
queur d’ordre 0 qui n’est autre que le premier lobe de la fonction sinus cardinal. Il
est bien clair que ce spectre, qui est aussi la réponse fréquentielle du bloqueur, va
modifier le spectre du signal y[n] appliqué au CNA.
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0.2
Signal xO(t)
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0
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FIGURE 5.30.: Echantillonnage sans filtre antirecouvrement
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FIGURE 5.31.: Echantillonnage avec filtre antirecouvrement
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FIGURE 5.32.: Signal numérique et bloqueur d’ordre 0

Signal ys(t)

Signal y(t)

10

20
temps [Te]

30 40

0.8

0.6

0.4

0.2

Y,(f) = Y() B(H)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Spectres

0.2 0.4 0.6 0.8 1
fréquence [fe]

FI1GURE 5.33.: Reconstruction sans et avec filtre de lissage
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

5.9.4. Reconstruction du signal analogique

La figure 5.33 montre le signal en escalier et son spectre Y(f) = Y (f) - B(f) qui
provient du produit entre le spectre de y[n] et la réponse fréquentielle du bloqueur.

Afin d’éliminer les escaliers de ys(t), on fait suivre le CNA d’un filtre passe-bas
identique au filtre antirecouvrement puisque les fréquences supérieures & f./2 ne
contiennent aucune information intéressante.

5.9.5. Correcteur d’amplitude

Il est fréquent de compléter ce filtre passe-bas par un correcteur d’amplitude ac-
centuant les fréquences élevées. Ce correcteur, de réponse fréquentielle 1/B(f) pour
f compris entre 0 et f./2, est construit de maniére & compenser le comportement
passe-bas du bloqueur. On obtient alors une réponse fréquentielle Y (f) ~ X(f)
proche de celle du signal original.
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5.10. Exercices
5.10. Exercices

Ech 1 : Considérant un signal dont le spectre est représenté a la figure 5.34,
déterminez la fréquence d’échantillonnage minimum pour qu’il n’y ait pas de recou-
vrement spectral.

Admettant f, = 16 [kHz],
1. dessinez le spectre du signal échantillonné pour f compris entre + 16kHz;
2. que faut-il faire pour éviter le recouvrement spectral ?

3. dessinez le nouveau spectre ; quel en est 'avantage ?

0.1 .

X(jf) [V/Hz]

0 | | | | | | |

f [kHz]

FIGURE 5.34.: Exercice 1

Ech 2 : On considere un signal x,(t) = cos(27 - 1000¢) :

1. que valent sa période Tj et sa fréquence fy 7
2. esquissez x,(t) sur 3 périodes au moins et dessinez son spectre X,(jf);

3. marquez les points d’échantillonnage de x,(t) lorsque T, = Ty/4 ; esquissez le
spectre X (jf); analysez x[n] et X (5 f);

4. faites de méme lorsque T, = 37/4; quelle sinusoide passe parmi ces points ?
concluez ;

5. dans le cas ou T, = T /2, il se passe quelque chose de particulier ; analysez et
commentez.

Ech 3 : On considére une SIR d’amplitude A = 10[V], de période Ty = 1 [msec]
et de largeur At = Ty/4 que 'on échantillonne avec T, = T,/20;

1. esquissez x(t)et x.(t);
2. esquissez X (7f) et Xc(5f);

3. que valent X (jf) et X.(jf) pour f =3[kHz|?
Rép. : Xo(+)3) = X (+)3) + X(—j17) + X (+j23) + - -
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

Ech 4 : Soit un signal en dents de scie d’amplitude comprise entre £A4 = +5 [V],
de période Ty = 1 [msec] que l'on échantillonne avec la fréquence f. = 8[kHz]|;

1. esquissez z(t)et x.(t);
2. sachant que X (jk) = (=1) A/(jkr), k # 0, esquissez X (jf) et Xc(5f);
3. que valent X (jf) et X.(jf) pour f =1[kHz|?

Ech 5 : Considérant le signal analogique
ra(t) = 2 cos(1007 1) + 5 sin (2507t + %) ~ 4 cos(3807 ) + 16 sin (6007 ¢ + %)

1. quelle valeur minimum faut-il choisir pour f. si I’on veut respecter le théoreme
d’échantillonnage ?

2. soit fo = 3 femin, esquissez les spectres d’amplitudes et de phases du signal
z(t).

Ech 6 : Un signal analogique
74(t) = cos(2m - 2401) + 3 cos (27 - 540 + %)

est échantillonné a raison de 600 échantillons par seconde.
1. que vaut la fréquence de Nyquist fy = f./27
2. si elles existent, que valent les fréquences apparentes fo,, 7

3. si x(n) est restitué a l'aide d’un convertisseur NA suivi d'un filtre passe-bas
idéal tel que f. = f./2, que vaut le signal reconstruit y,(t) 7

Ech 7 : Considérant un signal carré a valeur moyenne nulle de période Ty = 1 [ms]
et d’amplitude A = 1[V] que l'on échantillonne & la fréquence f. = 9.8 [kHz|, on
demande :

1. Quelles sont les fréquences et amplitudes des raies spectrales du signal analo-
gique ? Esquissez le spectre d’amplitudes.

2. Quelle est la largeur de la bande de base? Quelles sont les composantes spec-
trales réelles présentes dans la bande de base ?

3. Quelles sont les fréquences apparentes présentes dans la bande de base ?

4. Quelles sont les amplitudes de chacune de ces raies?

5. Les résultats de I'analyse spectrale sont donnés dans la figure 5.35 ; associez les

numéros des composantes spectrales théoriques aux raies spectrales obtenues
apres échantillonnage.

Ech 8 : Considérant une exponentielle décroissante x(t) = e~ £(t) que 'on échan-

tillonne avec une fréquence f,, montrez que le spectre du signal échantillonné vaut :

. a+]27Tf)
Xe(]f) a+]2ﬂ-f Z a +]27Tf (27T kfe)2
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Signal échantillonné xe(t)
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FI1GURE 5.35.: Echantillonnage et repliement spectral pour un signal carré

AnNa 1 : Considérant qu'un signal est échantillonné & 40kHz et numérisé avec 16
bits, quelle est la durée d’enregistrement que 1’on peut stocker dans 1 Moct ?

AnNa 2 : Un filtre numérique est constitué des éléments suivants :

— un convertisseur AN & 12 bits avec un temps de conversion de 5js,

— un processeur DSP de 16 bits avec un cycle d’horloge de 50ns,

— un convertisseur NA & 12 bits avec un temps d’établissement de 0.5ps.

Calculez la bande passante maximum que peut traiter ce filtre sachant que pour
chaque valeur échantillonnée le DSP calcule le signal de sortie avec ’équation sui-
vante :

y(n) = h(m)a(n —m)

en effectuant une multiplication et une addition en un seul cycle d’horloge.

AnNa 3 : Un signal sinusoidal d’amplitude 6 V est numérisé a ’aide d’un conver-
tisseur 16 bits. Sachant que celui-ci travaille entre 4= 10 V et qu’il est entaché d’une
non-linéarité de j:% LSB, calculez :

1. sa résolution et son pas de quantification ;
2. les valeurs efficaces du signal et du bruit de quantification ;

3. le rapport signal sur bruit du signal numérisé.
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. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

AnNa 4 : On échantillonne un signal sinusoidal d’amplitude 5 V avec un CAN 16
bits / £10 V entéché d’une de non-linéarité de i% LSB. Est-il possible de garantir
un SNR d’au moins 90 dB?

AnNa 5 : On échantillonne un signal analogique
x(t) =4 cos(2m - 300t) — 2 cos(2m - 900¢) [V]

avec un convertisseur AN 16 bits travaillant entre =5 V qui posséde une non linéa-
rité de j:% LSB. Les valeurs numériques du CAN sont transmises a travers une ligne
dont le débit est de 10* oct/sec. On demande :

1. y a-t-il repliement spectral ?

2. que valent la résolution et le pas de quantification du convertisseur ?
3. que vaut la puissance du signal z(t) ? quelle est sa valeur efficace ?
4

. que vaut le rapport signal sur bruit de conversion AN ?

AnNa 6 : On utilise un filtre analogique passe-bas de Butterworth d’ordre 6 et de
fréquence de coupure 4 kHz comme filtre antirepliement. Considérant que le signal
échantillonné est perturbé par une composante spectrale d’amplitude A =5V et de
fréquence fy = 8 kHz, on demande :

1. quelle fréquence d’échantillonnage faut-il choisir pour que le repliement de la
perturbation se fasse en f > f.7

2. quelle sera 'amplitude A, du signal replié en f = f.7

AnNa 7 : On utilise un filtre analogique passe-bas de Butterworth d’ordre 3
comme filtre antirepliement en amont d’un convertisseur AN 12 bits avec j:% LSB
de non linéarité. Sa fréquence de coupure f, est fixée a 8 kHz.

1. quelle est la résolution du convertisseur comprenant la quantification et la
non-linéarité ;

2. esquissez la réponse fréquentielle du filtre et celle causée par le repliement
spectral ;

3. calculez la fréquence d’échantillonnage nécessaire pour que ’affaiblissement du
repliement spectral en f = f. soit inférieur a la résolution du convertisseur.

Rép. : f, = 13.7 1,

AnNa 8 : Un signal z(t) sinusoidal d’amplitude A = 10[V] de fréquence f =
1 [kHz] est échantillonné tres rapidement (a 1[MHz], par exemple) a l'aide d’un
convertisseur analogique-numérique 4 bits travaillant entre +10 [V].

1. esquissez les signaux z(t), z.[n|, z,(t) ;

2. esquissez lerreur de quantification e(t) ;

3. quelle est la valeur efficace de ce bruit de quantification ?
4. que vaut le SNR?
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5.10. Exercices

AnNa 9 : On remplace le signal sinusoidal de I'exercice précédent par un signal
triangulaire de mémes amplitude et fréquence. Qu’est ce qui change ?
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6. Description des signaux et
systemes numériques

Ce chapitre décrit tout d’abord les signaux numériques au travers de quelques
exemples fondamentaux. Il s’attarde ensuite sur la description des systemes numé-
riques et de leurs propriétés.

Puis, considérant les systémes linéaires et temporellement invariants (LTI), on dé-
finit le produit de convolution avant d’analyser en détail sa réalisation et quelques
applications telles que l'interpolation numérique.

On termine enfin par la description des modeles récursifs de quelques systéemes
fondamentaux.

6.1. Signaux numériques

Les signaux numériques sont mathématiquement représentés par des séquences de
nombres notées z[n| pour —oo < n < +oo. Dans le cas ol la séquence provient de
I'échantillonnage périodique d’un signal continu x(t), on aura :

z[n] = x(nT,)

Les signaux discrets sont souvent représentés graphiquement (figure 6.1). Bien que
I’abscisse soit dessinée de maniére continue, il est important de noter que la séquence
x[n] n’est définie que pour n entier. Pour n non entier, x[n| est simplement non
définie.
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FIGURE 6.1.: Graphe d’'un signal numérique
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

6.1.1. Quelques signaux fondamentaux

Parmi l'infinité de séquences que l'on peut imaginer, il y en a quelques unes qui
sont fondamentales pour ’analyse des signaux et des systemes. Ce sont :

1. L’impulsion unité définie par :

214

1 st n=0
8n] = (6.1)
0 si n#0

Un aspect important de cette séquence est qu’elle peut servir a définir n’im-
porte quelle autre séquence. En effet, toute séquence (telle que celle de la fi-
gure 6.1) peut étre considérée comme une somme d’impulsions décalées §[n—k]|
et d’amplitude x[k]. La suite z[n| peut donc étre décrite par I'expression sui-
vante :

+00
x[n] = Z x[k] - d[n — k| (6.2)
k=—oc0
. Le saut unité défini par :
1 si n>0
e[n] = (6.3)
0 si n<O0
De maniere équivalente, on a :
+oo
eln] =) d[n — K] (6.4)
k=0

Inversement, I'impulsion unité peut étre décrite par la différence de deux sauts
unités :

d[n] =¢€[n] —eln — 1] (6.5)

. L’exponentielle numérique décrite par :

z[n] = R" e[n] (6.6)

Dans le cas o1 0 < R < 1, on obtient une exponentielle décroissante alors que
pour |R| > 1, lamplitude de la séquence ne cesse d’augmenter avec n.

. La sinusoide décrite par :

z[n] = cos (n Qg + ¢) (6.7)

avec (g = 27 foT..

. La suite complexe généralement décrite par une exponentielle numérique dont

I’argument est complexe :

z[n] = (a +jb)" e[n]



En remplacant I'argument a + jb par sa représentation polaire

6.1. Signaux numériques

b
a+ jb=+va?+b? Larctan — = R exp(j$)
a

on obtient

z[n] = R" exp(jn ) e[n]

(6.8)

Grace a la relation d’Euler, on voit que cette séquence est une oscillation a
valeurs complexes dont I’amplitude varie exponentiellement avec le temps n.
L’enveloppe sera croissante si R > 1 et décroissante si R < 1.

6. Le phaseur de pulsation € :

x[n] = exp (jn Q)
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FI1GURE 6.2.: Quelques signaux fondamentaux

15

(6.9)

Les séquences exponentielle, sinusoidale et complexe décrites ci-dessus sont particu-
lierement importantes dans ’analyse des systemes linéaires.

On notera que pour les signaux discrets, la pulsation normalisée )y se mesure en
radians par échantillon et non pas en radians par seconde comme pour la pulsation

wp des signaux continus.

6.1.2. Périodicité des signaux numériques

Du point de vue de la périodicité, il existe une différence importante entre signaux

continus et discrets. Dans le cas de ces derniers, la périodicité existe si :

zn| = x[n + N]
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

ou N est un entier représentant la période de la séquence. Ce qui, pour une sinusoide
discrete, s’écrit :

z[n] = A cos (nQ + ¢) = A cos (nQy + NQo + ¢)

Comme la sinusoide est périodique 27 , on doit avoir
NQy=k2m (6.10)

Or ceci n’est possible que si (/7 est rationnel.

Considérons comme exemple le cas ot {25 = 1. On a alors N = 27wk ; ce qui n’est
pas possible car N et k sont des entiers et que 7 est irrationnel. Par contre, si
Qo = 3m/11, on a alors :

22
NQy=N3r/11=k21r = szk
et la plus petite valeur de N satisfaisant cette équation est 22 lorsque k vaut 3.
Ces deux valeurs signifient qu’il faut 22 échantillons pour retrouver la valeur de
départ (une période numérique) et que cette période numérique contient 3 périodes
du signal analogique échantillonné.

On voit donc que les séquences sinusoidales n’ont pas nécessairement la méme
période que leur correspondant analogique et, suivant la valeur de €y, elles peuvent
méme ne pas étre périodiques du tout.

Sinus numérique de pulsation 3/ 11

1¢r ! ‘ ‘ R
I .
I ’ (
0.5 Sl . . : B
‘ 1IN ]? ¢ '
0 - t - - -
Z ! : I3
05 I I
. [~ B I I 7
Tanl_ I
P S T Tnum _
1 = 1 1 1 1 - ]
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Sinus numérique de pulsation 1
T T
4

C ik

5 10 15 20 25

FIGURE 6.3.: Périodes numérique et analogique
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6.2. Systémes numériques

On doit encore rappeler le fait que [’interprétation des hautes et basses fréquences
est différente pour les signaux discrets ou continus. En effet, pour une sinusoide
analogique, l'oscillation sera d’autant plus rapide que la pulsation wgy est élevée.
Dans le cas du signal discret z[n] = A cos (n€)y + ¢), oscillation sera d’autant plus
rapide que {2y se rapproche de 7 et elle deviendra plus lente si €2y varie de 7 a 2.
Cette deuxieme partie correspond au phénomeéne de repliement spectral. En fait, a
cause de la périodicité des spectres des signaux discrets, ce qui se passe autour de
2 = 27 est indistinguable de ce qui se passe autour de 2 = 0.

6.2. Systemes numériques

Un systeme numérique est une fonction ou un algorithme prédéfini qui opeére sur
un signal numérique (appelé I'entrée ou I'excitation) et qui produit un autre signal
numérique nommé la sortie ou la réponse du systeme.

Un tel systéme est défini mathématiquement comme un opérateur ou une transfor-
mation qui modifie une séquence d’entrée x[n] en une séquence de sortie y[n]. On
peut représenter cette transformation par un opérateur T tel que y[n] = T{x[n]} et
en donner 1'équation ou son schéma fonctionnel (section 6.2.2).

6.2.1. Exemples de systeme numériques
Quelques systemes simples

Considérons des systémes simples décrits par les équations du tableau 6.1.

A chacun de ces systemes, on applique a I'instant n = 0 le signal :
l’[n] = {TO, 17273747 57070507 07 ce }

Les réponses de chacun des systemes sont alors les suivantes :

1. L’équation (a) représente le systéme identité qui restitue simplement le signal
qu’on lui applique :

yln] =4{--0,04,0,1,2,3,4,5,0,0,0,0,--- }
2. L’équation (b) représente un décalage arriere d’'un pas :

yln]={--0,0,,0,0,1,2,3,4,5,0,0,0,--- }
3. Dans le cas (c), le signal est avancé d'un pas :

yln]={--0,0,1,2,3,4,5,0,0,0,0,0,---}

4. La sortie du systéme (d) fournit & chaque instant la valeur maximum du signal
considéré aux instants présent (n), précédent (n — 1) et suivant (n + 1) :

y[n] :{"’0707T1727374757575707070'"}
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

a y[n] = z[n]
b y[n] = xn —1]
c y[n] = x[n + 1]

f y[n| = z[n| — z[n — 1]

TABLE 6.1.: Equations décrivant des systémes numériques

5. Le systéme (e) représente un accumulateur qui fait la somme des valeurs qui
apparaissent au cours du temps :

y[n] = {---0,0,+0,1,3,6,10,15,15,15,15,15- - - }

6. Le systeme (f) effectue la différence entre la valeur actuelle et la précédente;
ce qui, numériquement, correspond a la dérivation analogique :

y[n] :{"'OvOaTOa1717171a17_57070"'}

Moyenneur glissant

Un moyenneur glissant d’ordre 5 est défini par I’équation :

(z[n — 2]+ z[n — 1] + z[n] + z[n + 1] + z[n + 2]) (6.11)

o] =

yln] =

Ce systeme fournit & chaque instant n la valeur moyenne des 5 échantillons x[n]
entourant et correspondant a la position n. Un tel opérateur est fréquemment utilisé
pour atténuer des fluctuations et mettre ainsi en évidence une tendance & moyen
terme. Une illustration en est donnée par la figure 6.5 représentant I'enregistrement
d’une température.

On notera que ce moyenneur centré sur l'instant n est un systéme non causal;
c’est-a-dire que pour pouvoir l'utiliser, il est nécessaire d’avoir préalablement a sa
disposition les valeurs & traiter. Si I'on désirait effectuer ce traitement en temps réel
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

(systeme causal), on ne pourrait calculer la moyenne glissante que sur les 5 points
les plus récents :

yln| = - (z[n] + z[n — 1] + z[n — 2] + z[n — 3] + z[n — 4]) (6.12)

o] =

6.2.2. Schéma fonctionnel d’un systeme numérique

Un systeme numérique peut étre décrit, comme on 1'a vu, par la donnée dune
équation liant le signal de sortie au signal d’entrée. On peut également, et c’est
fréquemment le cas, représenter ces systemes a ’aide de diagrammes fonctionnels.

Ceux-ci illustrent alors graphiquement les opérations effectuées sur le signal d’entrée
ainsi que les connexions les reliant. Les plus fréquentes sont I'addition de 2 valeurs
(@), la multiplication de 2 signaux entre eux (®), la multiplication d’un signal par
un coefficient (—), le décalage avant (z) et le décalage arriere (271).

Deux illustrations de schémas fonctionnels sont présentées dans la figure 6.6. Le
premier des deux schémas correspond a 1’équation non linéaire suivante :

y[n] = 0.5 (z1[n] + x1[n — 1]) - 22[n] + 0.9 y[n — 1]

dans laquelle on trouve un moyenneur causal d’ordre 2 (premier cadre) et un filtre
passe-bas d’ordre 1 (deuxiéme cadre).

Le deuxieme schéma fonctionnel illustre une équation aux différences linéaire d’ordre 2
y[n] = bozn| + bixz[n — 1] 4+ bezln — 2] — ayy[n — 1] — asy[n — 2]

représentant un filtre récursif d’ordre 2.

6.2.3. Propriétés des systemes

Suivant leurs propriétés, on peut classer les systemes de la facon suivante :

1. Systéme statique
Un systeme statique ou sans mémoire est un systéme dont la sortie y[n]| ne
dépend que du signal d’entrée a I'instant n. Par exemple :

y[n] = az[n] + nx[n)?

2. Systéme dynamique
Inversement, un systeme tenant compte de ce qui s’est passé ou se passera est
dit dynamique ou avec mémoire :

yln] = = (z[n — 1] + z[n] + z[n + 1])

W =
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y[n]

I I
: x1[n-1] !
1 > 2'1 1
I I
I I
I I
x4[n]! 05 !
: S
! Moyenneur d’ordre 2 :
x2[n]
x[n] x[n-1] x[n-2]
= 1 > 1
bo b1 b2
i \ Y
1 1
- ap -a
z1 |- z! |
y[n-2] y[n-1]
FIGURE 6.6.: Deux exemples de schémas fonctionnels
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3. Systéeme linéaire
Un systeme linéaire satisfait au principe de superposition :

yln] = T{ax[n] +bxs[n]}
aT {z1[n]} +bT {x3]n]}
= y[n] +y2ln]

4. Systéme temporellement invariant
Un systeme invariant dans le temps est un systeme pour lequel un décalage
temporel sur le signal d’entrée conduit a un signal de sortie simplement décalé
de la méme valeur :

si T{zln]} =yl
alors T{z[n+d]} =y[n+d

De maniere équivalente, un systeme est dit temporellement invariant lorsqu’on
peut croiser les opérations de décalage et de transformation sans modifier le
signal de sortie. On a alors :

Yp,T [n] =Yr,D [n]

On notera que tous les systemes décrits par une équation aux différences a
coefficients constants sont temporellement invariants.

5. Systéeme causal
Un systeme est causal si la séquence de sortie ne dépend que des valeurs
actuelles ou passées de la séquence d’entrée.

6. Systeme stable
Un systeme est stable si, quelle que soit la séquence d’amplitude finie appli-
quée a 'entrée, sa sortie ne devient pas infiniment grande.

On notera que les propriétés mentionnées ci-dessus sont des propriétés liées aux
systemes et sont indépendantes des séquences appliquées a ceux-ci.

Remarque Il est important de ne pas oublier que la grande liberté offerte lors
de la réalisation des systémes numériques peut parfois conduire & des pieges. Ainsi
en est-il de la succession des opérations effectuées sur un signal. En effet, on a pris
I’habitude avec les systemes analogiques d’effectuer des opérations dans 1'ordre qui
nous convient sachant que le résultat est théoriquement indépendant de I’ordre des
opérations de filtrage. Cela était possible parce que les systemes analogiques réels
sont pratiquement tous linéaires et temporellement invariants par nature.

Or, avec les systemes numériques, les opérations que 1'on peut souhaiter faire ne
sont limitées que par notre imagination et certaines d’entre elles conduisent & des
résultats qui dépendent de la succession des opérations effectuées. Il est donc treés
important de vérifier si les opérations avec lesquelles on agit sur un signal sont
temporellement invariantes ou non.
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Quelques exemples

L’accumulateur Un accumulateur défini par la relation :

yln) = > x[k] (6.13)

k=—o00

correspond a l'opération analogique d’intégration. C’est un systeme linéaire. On
notera que si on lui applique une impulsion unité §[n|, sa sortie sera un saut unité
e[n]. Si on lui applique un saut unité, sa sortie ne cessera d’augmenter linéairement
avec n et tendra vers 'infini. L’accumulateur n’est donc pas un systeme stable.

Différences avant et arriere La différence entre 2 valeurs successives est 1’équi-
valent de la dérivation analogique. On peut effectuer la différence avant définie par

la relation :
y[n] = xz[n + 1] — z[n] (6.14)

Elle n’est évidemment pas causale; ce qui est par contre le cas pour la différence
arriere :

yln| = z[n] — z[n — 1] (6.15)

Opérateur quadratique Afin d’illustrer ce qu’est un systéme invariant temporel-
lement, considérons 'opérateur quadratique :

yln] = 2%[n] (6.16)
Si 'on effectue d’abord 1’élévation au carré puis le décalage temporel, on obtient :

z[n] = 2%[n] = 2?[n — d] = yr,p[n]
Dans le cas ou I'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :
z[n] = z[n — d] = 2*[n — d] = yprn]

Comme les deux résultats sont identiques, le systeéme est temporellement invariant.
Sous-échantillonnage Cette opération tres fréquente en traitement numérique des

signaux n’est pas invariante temporellement. Pour le voir, considérons une situation
ol I'on ne prend qu'un échantillon sur deux :

y[n] = z[2n] (6.17)
Si l'on effectue d’abord la contraction puis le décalage temporel, on obtient :
z[n] = z[2n] — z[2n — d] = yrp[n]
Dans le cas ou I'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :

z[n] = zln —d] = z[2(n — d)] = ypr[n]
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

Comme le résultat dépend de 'ordre des opérations, le systéme n’est pas temporel-
lement invariant.

Le tableau 6.2 rassemble les propriétés de quelques opérations fréquemment ef-
fectuées en traitement numérique des signaux et mentionne si les opérations sont
linéaires (L), invariantes temporellement (I), causales (C), stables (S) et si elles né-
cessitent une mémoire (M). Quelques opérations sont laissées a 1’analyse du lecteur.

’ ‘ Opérations

Equations

S |

LT |C|S|M
a Différence avant zln + 1] — z[n] OlO|NJ]O|O
b Différence arriere z[n] — xz[n — 1] ONNORNONNORNG
c Accumulation Yo k] O/O|O|N|O
d Amplification ax[n) OlO|O|O|N
e Moyenneur centré (x[n+ 1]+ zn]+2n—-1])/3]O0O O | N|O| O
f | Contraction temporelle x[n?]
g Sous-échantillonnage x[2n]
h | Rotation autour de Oy x[—n]
j | Multiplication temporelle nxn|
k | Opération quadratique z2[n]
1 | Amplification et décalage azx[n]+b, b#0

TABLE 6.2.: Propriétés de quelques transformations

6.2.4. Interconnexions des systemes

Comme pour les systemes analogiques, les systemes numériques peuvent étre inter-
connectés pour former des systémes plus complexes. Pour ce faire, on a deux possi-
bilités : les connecter en cascade ou en parallele (figure 6.7). Lors d’une connexion
en cascade, on a les relations suivantes :

nln] = Hi{z[n]}

= yln] = Hy {H {z[n]}}

yln] = Ha{w[n]}

Lors d’une connexion en parallele, on a les relations suivantes :

ylnl = nln] +yeln] = yln] = Hi{z(n]} + Hy {z[n]}

Et c’est seulement dans le cas ou les systemes sont linéaires et temporellement
imwvariants que I’on pourra écrire comme on a ’habitude de le faire avec les systémes
continus :

yln| = (Hy - Hy) {z[n]|} = (Hy - H1) {z[n]}
y[n] = (Hy + Hy) {z[n]} = H {z[n]} + Hy {z[n]}
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y1[n]

> H1

x[n] ylnl ya[n] x[n] y[n]

Ho —

- H
| yaln]

FIGURE 6.7.: Interconnexions de 2 systemes en cascade ou en parallele

6.2.5. Conclusions

Comme nous venons de le voir, les systemes linéaires et temporellement invariants
(systemes LTT) constituent une classe importante des systémes et c’est seulement
sur les systemes LTI que 'on peut appliquer les notions de réponse impulsionnelle,
de produit de convolution et de fonction de transfert.

6.3. Réponse impulsionnelle et produit de convolution

Parmi I’ensemble des réponses temporelles d'un systeme, il en est une qui permet
de calculer toutes les autres : c’est la réponse impulsionnelle que 1'on obtient en
appliquant & un systéeme LTT une impulsion unité d[n]. Cette réponse particuliere
est désignée par h[n] :

hin] = T {8[n]} (6.18)

On a vu au début de ce chapitre qu’un signal quelconque z[n] peut étre considéré
comme une suite d’impulsions d’amplitude variable :

+oo

zln] = > a[k]d[n — k] (6.19)

k=—o00

Puisque les systéemes que nous examinerons des a présent sont linéaires et temporel-
lement invariants, la réponse de ceux-ci au signal z[n| sera constituée d’une somme
de réponses dues a chaque impulsion z[k] é[n — k] :

yeln] = T {x[k]o[n — K]} = x[k] hln — k] (6.20)

Ce qui, en tenant compte de I’ensemble des impulsions, conduit a :

yinl =T Ll = S wlnl = > alk] hln — & (6.21)

Cette relation importante porte le nom de produit de convolution numérique. Les
opérations que nous venons d’effectuer peuvent étre décrites et résumées dans la
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

suite de relations suivantes

d[n] — hin]
dn—Fk] — h[n—Kk|
z[k]dn — k] — z[k]hln — K]
> alkldln—kl — Y alk]hln— k|
z[n] — y[n]
qui sont illustrées par la figure 6.8.

3[n] h[n]

0.5 : 0.5 WTTT? :
: ot=e ‘ ?QQOOOOOOOOOO
5

-5 0 10 15 20

hin-1]
1 ]
0
0t—eo00 ; (T??Qooooooooo
-5 0 5 10 15 20

hin-2]

e AWTTT%OOCMW

o o
VAW AWAW, L ACAWAVAW AW AW
0 5

0 15 20
y[n] = Zk x[K] h[n—k]

g :ewj:?ﬁﬂ

-5 0 5 10 15 20 - 5 10 15 20

p

F1GURE 6.8.: Illustration du produit de convolution

Un simple changement de variable permet de montrer que le produit de convolution
est commutatif :

ylnl = > alklhin -k = ) hlklxn — k] (6.22)

Ce résultat s’écrit symboliquement sous la forme :
y[n] = z[n| ® h[n] = hin| ® z[n] (6.23)

L’intérét du produit de convolution réside dans le fait qu’'un systeme LTT est tota-
lement caractérisé par sa réponse impulsionnelle hln| et que le calcul de la réponse
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6.3. Réponse impulsionnelle et produit de convolution

a un signal quelconque peut alors se faire en restant dans le domaine temporel.
On notera que le produit de convolution est le résultat direct de la linéarité et de
I'invariance temporelle ; il ne peut donc s’appliquer qu’aux systemes LTT.

6.3.1. Systemes causaux

Systémes a réponse impulsionnelle infinie

Dans le cas ol le systeme considéré est causal, sa réponse impulsionnelle h[n| ne
peut pas précéder U'instant de I'application du signal xz[n] au systéme; elle est donc

nulle si n < 0. Considérant que 1'on applique le signal z[n| & l'instant n = 0, on a
donc :

ylnl = D alklhln—k =) hklaln—k  0<n<+oo  (6.24)

Systemes a réponse impulsionnelle finie

De plus, dans le cas trés fréquent de systemes causaux a réponse impulsionnelle
de durée finie (systémes RIF), la réponse impulsionnelle est nulle pour n < 0 et
pour n > N. Alors, considérant que z[n < 0] = 0, la réponse impulsionnelle est de
longueur N et la réponse du systéme a un signal quelconque z[n] se calcule avec :

y[n] = hlk] x[n — K] 0<n<+4oo (6.25)

Le schéma fonctionnel correspondant a cette équation est représenté a la figure 6.9
(on notera 1'usage de 'opérateur 2! qui effectue un décalage arriere).

x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-3] X[n-N+1]
71 71 71 - 71
h[0] h[1] h[2] h[3] h[N-1]
/ \
N-1 yin]
" hik] x[n-k] —
K=0

FIGURE 6.9.: Représentation du produit de convolution

Il est important de bien comprendre les opérations sousjacentes a l’équation de
convolution
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On voit que l'on doit tout d’abord ”retourner” le signal d’entrée z[k] (ici, un saut
unité) autour de 'ordonnée afin d’obtenir z[—k] (figure 6.10). Puis, & chaque instant
n on devra :

1. décaler x[—k] en n pour obtenir x[n — kJ;
2. effectuer sa multiplication avec h[k] pour obtenir h[k] - z[n — k| ;

3. sommer la suite de valeurs ainsi obtenues.https ://www.cia.gov/library/publications/the-
world-factbook /geos /ni.html

La figure 6.10 illustre la situation pour n = 10 et ’on voit que la somme des valeurs
successives vaut :

10
> hlklxln — k] =1+09+09"+ - +0.9" = 6.86 = y[10]
k=0
Convolution entre x[k] et h[k] pour n=10
lk
x[n-k], n=10
0.5
0 T T T 1
-5 0 5 10 15 20 25 30
1,
hiK]
I
N{N[IIIIIIITTTTTTY?:!!u
0 1 1 1 ]
-5 0 5 10 15 20 25 30
l,
h[K] CX[n—k]
0.5F
{ { { ] W y[10] = = h[K] IX[n—k] = 6.86
0 i T T T )
-5 0 5 10 15 20 25 30
instants k
10
y[n] = = h[k] X[n-K]
| ]
0 1 [ [ X { { ! ! ! )
-5 0 5 10 15 20 25 30

F1GURE 6.10.: Illustration du calcul d’un produit de convolution

6.3.2. Réalisation d’un produit convolution

Considérant la figure 6.9, on voit que pour calculer un produit de convolution il
faut avoir & sa disposition les suites de valeurs hlk] et z[n — k]. Cela nécessite
donc deux espaces-mémoire de longueur N. Dans le premier (généralement une
EPROM), on stockera les valeurs de la réponse impulsionnelle h[k] avec 0 < k <
N — 1 caractérisant le systeme que 1’on souhaite réaliser. Dans le deuxieme, qui
sera constamment mis & jour (généralement une RAM), on gardera les N derniéres
valeurs du signal d’entrée z[n] (figure 6.11).
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- N-1
- yinl = 3" xin-k] hik]
k=0
A x[n]
FAR >~
N
- A 0 0 -
. 1 h[O] >
> 1 h[1 =
= 1 h[2
1 h[3]
-
.
:
:
> 0
0
0
0
0
0
0
V= S yviey I ey HUUS Y=
RAM EPROM
— ~ixnK| |hnK]
it itk Sl
T N y[n] | N y(t)
Pl xn[k] hn[k] - o Y
k=0 A

Yy—+

FIGURE 6.11.: Schéma technologique d’une convolution numérique
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Comme exemple illustratif, imaginons que l'on souhaite réaliser un équivalent nu-
mérique d'un filtre passe-bas analogique dont la réponse impulsionnelle h(t) et la
sortie y(t) sont décrites par :

1
h(t)==e " pour t>0
T

dont I'équivalent numérique s’écrit :
yln) =Y T hikzln — K]
k=0

On notera que dans cette expression, la période d’échantillonnage T, multiplie la
réponse impulsionnelle h[k] dont les unités sont l'inverse du temps. De maniere
a normaliser la réponse impulsionnelle numérique par rapport a 7., on la définit
comme suit :

hin] = T, h(t = nT,) (6.26)
Ce qui dans notre cas particulier devient :

1e

_ 1 —nTe/T _ ~¢ —Te/T\™
h[n]—TeTe —T(e )

En posant :
R=¢Te/7
la réponse impulsionnelle du filtre numérique passe-bas d’ordre 1 s’écrit donc :

T
hln] = — R" pour n >0 (6.27)
T

En limitant la longueur de la réponse impulsionnelle aux N premieres valeurs et

admettant que le contenu de la RAM a été initialisé a zéro, la réponse a un signal
quelconque se calcule alors comme suit :

Une traduction algorithmique du produit de convolution pourrait étre la suivante :

{initialisation des variables}

tau = 1le-3

Te = 1le-4

R = exp(-Te/tau)
N = 100
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6.3. Réponse impulsionnelle et produit de convolution

{initialisation des tableaux}

for k =0:N-1
xn(k) = 0
hn(k) = (Te/tau)*R"k
end
{calcul et envoi du signal de sortie yn}
repeat

x0 = AnalogInput
{initialisation et calcul de la somme}
yn = x0%hn(0)
for k = 1:N-1
do yn = yn + xn(k) * hn(k)
end
AnalogQutput (yn)
{mise a jour du tableau xn(k)}
for k = N-1:-1:1
do xn(k) = xn(k-1)
end
xn(0) = x0
until stop

6.3.3. Une application : I'interpolation numérique

Une application intéressante du produit de convolution consiste en I’agrandissement
(zoom) d’une suite de valeurs par interpolation numérique. Parmi le grand nombre
d’interpolations possibles, on en présente trois : les interpolations constante, linéaire
et parabolique. La premiere maintient la valeur considérée, la deuxieme relie deux
points successifs par un segment de droite et enfin la derniére relie ces deux points
par des arcs de parabole. Un interpolateur d’ordre N remplace chaque valeur d’une
suite x[n] (sauf la derniere) par N nouvelles valeurs.

Du point de vue de la convolution, une fonction d’interpolation est un opérateur que
I'on décrit par sa réponse impulsionnelle h[n|. Son application & une suite z[n] de va-
leurs numériques remplace chacune de celles-ci par, respectivement, une constante,
deux segments de droite ou trois arcs de parabole (figure 6.12). Ces fonctions d’in-
terpolation de longueur 2 N doivent valoir 1 au centre et 0 aux extrémités. Elles
sont décrites respectivement par les expressions suivantes :

1 si In| < N/2
froln] = { 0 si N2<|n|<N (6.28)
N —
hiln] = % pour |n| < N (6.29)

%(n—i—]\f)2 si —N<n<-—N/2
haln] = 1—%n® si —N/2<n<+N/2 (6.30)

2 (n—N)> si +N/2<n<+N
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1+ 3 g LI 0‘ o o @ o o 0‘ L 3 ‘o ° —
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FIGURE 6.12.: Réponses impulsionnelles de trois interpolateurs

La figure 6.13 illustre l'effet des interpolateurs d’ordre N = 15 appliqués a trois
impulsions d’amplitude 1, 4 et 2. On y voit trés bien que chaque impulsion est
remplacée par une fonction d’interpolation et que la somme de celles-ci conduit
au résultat global représenté par les points interpolés. Il est important de noter
que pour utiliser la convolution en tant qu’interpolateur, il faut au préalable insérer
entre les valeurs a interpoler un nombre de zéros égal a N —1. Ainsi, avant d’effectuer
le produit de convolution pour obtenir la suite interpolée

y[n] = hin| @ zo[n] (6.31)
on doit remplacer la suite z[n] = {0, 1, 4, 2} par une nouvelle suite valant
wo[n] = {0,0,0,0,---,1,0,0,0,--- , 4,0,0,0,--- , 2} (6.32)

Puis, afin d’éliminer les effets de bords, on enlevera du résultat de cette convolution
les N valeurs extrémes obtenues de part et d’autre de la suite originale xq[n].

La figure 6.14 montre les résultats des trois interpolations appliquées a une suite de
valeurs oscillantes amorties. On notera que le choix d'une fonction d’interpolation
n’est pas anodin car il peut conduire a une représentation erronée du signal analo-
gique enregistré. La figure 6.15 illustre le résultat de ces trois mémes interpolations
appliquées a une image agrandie d’un facteur huit.

6.4. Systemes décrits par des équations récursives

Dans la section précédente, nous avons analysé les systemes linéaires et temporelle-
ment invariants (LTT). Ces systemes étaient représentés par leur réponse impulsion-
nelle h[n] et obtention de la réponse y[n| & un signal d’entrée quelconque faisait
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FI1GURE 6.13.: Réponses individuelle et globale de trois interpolateurs d’ordre 15
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FIGURE 6.14.:

Trois interpolations d’une méme suite de valeurs
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FIGURE 6.15.: Agrandissement d’une image par interpolation constante, linéaire ou
parabolique
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appel au produit de convolution. Dans le calcul de celui-ci n’intervient que le signal
d’entrée x[n| et h[n| (équation non récursive). Cette maniere de faire nécessite, pour
chaque instant n, le calcul complet de y[n] sans utiliser des résultats précédemment
calculés :

Dans les quelques exemples qui suivent, on montre qu’il est généralement assez facile
de trouver une équation utilisant des résultats obtenus préalablement. Le systeme
est alors décrit, de maniere équivalente, par une équation récursive.

6.4.1. Quelques exemples

Accumulateur Un accumulateur causal est représenté par 1’équation :

yln] =Y alk] (6.33)

k=0

On voit immédiatement que ce résultat peut étre récrit sous la forme :

yln] = Y alk]

= i x[k] 4+ x[n]
donc :
y[n] = y[n — 1] + z[n| (6.34)

Cette derniere équation n’est autre que la forme récursive de l'accumulateur.

Filtre passe-bas On a vu plus haut que la réponse d’un filtre passe-bas d’ordre 1
pouvait étre décrite par :

R x[n — k] (6.35)

Ce résultat peut également s’écrire comme suit :

=
L
=

alls
&)
g
EX
|
o
I

~1
T,

—= R* x[n — k]
T =0

yln] =

o
il

{RU:L'[TL]+R1x[n—1]+R2x[n_2]_|_...}

SS ST

z[n] +R% {Rom[n—l]+R1x[n—2]+R2x[n_3)]+...}
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Ce qui donne finalement la forme récursive suivante :
T,
yn] = — z[n] + Ry[n — 1] (6.36)

On voit ainsi que le calcul de la réponse y[n], qui dans 'approche non récursive
demande pour chaque instant n le calcul de N multiplications et additions, peut
étre remplacé par une équation récursive ne demandant qu'une multiplication et
une addition.

x[n] yin]_ x| T,

+ T L et

T

yin]_

R

Z-l - Z'l -

Accumulateur Filtre passe-bas (R < 1)

1/(n+1)

l Moyenneur cumulatif
x[n] y[n]

e ><

FIGURE 6.16.: Schémas fonctionnels : (a) d'un accumulateur, (b) d’un filtre passe-
bas, (¢) d'un moyenneur cumulatif

Moyenne cumulée Considérons le calcul d’une moyenne que ’on souhaite évaluer
a I'apparition de chaque nouvel échantillon :

yln) = —= > alk (637

n—i—lkzO

En multipliant les 2 membres de I’'équation par n + 1, on obtient :

n —1

(n+1)yln] => alk] =zn] + > x[k]

k=0 k=0

_xw>

S

Ce qui peut également s’écrire sous la forme :

yln) = — Gw+n

n—+1

S|
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6.5. Exercices

pour donner finalement

1
yin) = — (aln] +nyln - 1) (6.3%)

Les schémas fonctionnels correspondant a chacun de ces 3 systémes sont illustrés
par la figure 6.16.

Conclusion Ces quelques exemples ont montré que bien des opérations linéaires
peuvent étre ramenées a des équations récursives et qu’alors le nombre d’opérations
a effectuer est fortement réduit.

6.5. Exercices

SNB 1 Esquissez les signaux suivants

x1[n] = —€ln — 2] x4[n] = 0.9 €[n|
xo[n] = +e[n + 1] + d[n] x5[n] = sin(mn/6)
x3[n] = 2€[n + 2] — €[3 — n)| xg[n] = sin(mn/8) €[n]

SNB 2 Esquissez le signal z[n] = {..., 0,0,-1,0, 1, 2, 3, 0, 0, 0,...} puis faites de
méme avec les signaux suivants

yi[n] = z[n — 2] ya[n] = z[n] - o[n]
ya[n] = z[3 — n] ys[n] = z[n +1] - §[n]
ys[n] = x[n + 1] - €[n] ys[n] = x[3 — n] - d[n — 2]

SNB 3 Trouvez les expressions mathématiques décrivant les signaux de la figure
SNB 3.

SNB 4 Considérant les fonctions oscillantes ci-dessous, donnez pour chacune
d’entre-elles la pulsation normalisée )y, la période numérique N et le nombre de
périodes analogiques par période numérique.

x1[n] = cos(nm/20) xy4n] = exp(jnm/4—1/2)
xa[n] = cos(n 3m/8) z5ln] = 3 sin(bn + 7/6)
x3[n] = cos(n 137w /8 — 7/3) xg[n] = cos(n 3w /10) — sin(n7/10) + 3 cos(nm/5)

SNC 1 On considere un systéme temporellement invariant auquel on applique suc-
cessivement les signaux d’entrée x1[n], xo[n] (figure SNC 1). A ces signaux distincts
correspondent les suites y;[n], ya2[n].

1. Quelle est la réponse impulsionnelle du systeme ?
2. Déterminez si le systeme est linéaire ou non.

3. Donnez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

xl[n] x2[n]
2 e oNoRoNoNo) 3
1.5 2
1
iir ] e
0
05 i
0 © -2
-5 0 5 10 -5 0 10
%,[n] X,
1 ©®1,0.9 0.81,0.73, 0.656, .{... 1 ©1,0.9,0.81,0.73, 0.656, .....
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
02t L ] e (0122 SRR N N (RO
0 & 0
-0.2 -0.2
-5 0 5 10 -5 0 10
FIGURE 6.17.: Ex. SNB 3
x,[n] y,[n]
2 (0] 4 o
15 3
1 2
0.5 1
0 0
-5 0 5 10 -5 0 10
X,[n] y,[n]
2 © 4 Q0
1.5 3
1 2
0.5 1
0 0 T
-5 0 5 10 -5 0 10
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6.5. Exercices

SNC 2 On considere un systéme LTI causal décrit par sa réponse impulsionnelle
hin] ={4,3,2,1,0,0,0,---} n>0

et les signaux d’entrée suivants

x1[n] = d[n — 1] x3[n] = €[n] — €[n — 5]
xo[n] = +2d[n] — d[n — 1] x4[n] = €[n + 5]

Esquissez ces signaux xy[n] et les réponses respectives yy[n]| apres les avoir calculées
avec le produit de convolution.

SNC 3 Etant donné la réponse impulsionnelle causale
hn >0 ={0,1,1,1,1,—-2,-2,0,0,--- }

d’un systeme LTI, dessinez cette réponse puis calculez et esquissez sa réponse a
z[n] = €[n]. De quel filtre s’agit-il ?

SNC 4 Utilisez le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle d'un
systeme causal et LTI décrit par sa réponse impulsionnelle hn] = 0.8" ¢[n].

SNC 5 On considére un systeme décrit par I’équation aux différences suivantes

yln) =2aln — 1]+ Syl — 1] ~ cyln—2)

Dessinez son schéma fonctionnel et calculez sa réponse impulsionnelle sachant que
les CI sont nulles.

SNC 6 Trouvez la réponse impulsionnelle h[n] d’un systéme causal LTI qui a
répondu avec le signal y[n] au signal appliqué z[n] (figure SNC 6).

X[n] yin]
3 0} 2
25 1
2 T

0

15
-1

1
0.5 -2
0 -3

-5 0 5 10 -5 0 5 10

FIGURE 6.19.: Ex. SNC 6

Remarque : Ce calcul, qui porte le nom d’opération de déconvolution, se fait de
maniére récursive directement a partir de la définition du produit de convolution.
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6. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

SNC 7 On souhaite appliquer une interpolation en cosinus d’ordre 4 & la séquence
numérique z[n] = {1, 6, 3}. Pour ce faire,
1. calculez littéralement la réponse impulsionnelle h[n] en cosinus telle que h[0] =
let h[£N] =0;
2. calculez les valeurs numériques de h[n];

3. créez la suite xo[n] et calculez la suite interpolée y[n].

Rép
1
hin] k) <1—|—cos (W%)) avec — N <n<4+N

hln] | 0 J01465] 05 [08535] 1 [0.8535] 0.5 [0.1465[ 0
zoln] [ 1 0 0 0 6 0 0 0 3
hafn] [ 1 10.8535] 05 [0.1465[ 0

heln] | 0 08787 | 3 |51213] 6 [5.1213| 3 [0.8787| 0
hs[n] 0 [04394] 1.5 25606 | 3
Lyln] | 1 [1.7322] 35 [52678] 6 |5.5607 | 45 [34393] 3 |
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7. Réponses des systemes
numéeériques

Nous avonsvu dans le chapitre précédent qu’un systéme numérique peut étre décrit
par une équation aux différences. De maniére générale, c’est celle-ci qui est implan-
tée dans un processeur afin de réaliser en temps réel la fonction souhaitée. Afin que
les calculs se fassent dans un temps tres court, on utilise de préférence un processeur
spécialisé pour le traitement de signaux (Digital Signal Processor = DSP) qui, en
un cycle d’horloge (fqoer =~ 10ns) va chercher deux variables, effectue leur produit
et ajoute le résultat dans un registre.

Cependant, avant d’implanter dans un DSP un systéme ou un filtre numérique sous

la forme d’un algorithme, il est nécessaire d’analyser et comprendre le comportement

de celui-ci. Pour ce faire, on doit pouvoir au préalable :

— décrire le systeme considéré par sa réponse impulsionnelle ou par une équation
aux différences ;

— représenter ce systeme avec une fonction de transfert ;

— prévoir la stabilité du systeme numérique;

— calculer les réponses temporelle et fréquentielle du systéme.

7.1. Réponse temporelle des systemes linéaires

7.1.1. Résolution d’une équation récursive

A titre introductif, considérons ’équation linéaire suivante :

y[n] — 0.9y[n — 1] 4+ 0.2y[n — 2] = z[n] = 0.8"
dont on recherchera la solution pour n > 0 en tenant compte des deux conditions
initiales : y[—1] = 0, y[0] = 0.

La démarche & suivre pour résoudre cette équation aux différences est la méme
que celle utilisée pour résoudre les équations différentielles & coefficients constants.
C’est-a-dire qu’il faut :

1. rechercher la solution générale yy,[n| de 'équation homogene ;
2. rechercher une solution particuliere y,[n] de I’équation non-homogene ;
3. en déduire la solution générale y[n] = yn[n] + yp[n];

4. calculer les coefficients indéterminés en tenant compte des conditions initiales.
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

7.1.2. Solution de I'’équation homogene

On sait que la solution générale d'une équation différentielle a coefficients constants
est une somme d’exponentielles de la forme e’. Il en va de méme pour une équation
aux différences a coefficients constants; mais dans ce cas, ’exponentielle numé-
rique sera de la forme A". On recherchera donc une solution générale de 1’équation
homogene en posant :

ypln] = C' A"
oll A est une constante, complexe ou non, et C' une constante réelle.

En portant cette solution dans I’équation homogene, on obtient :
CX"—09CAN" " 4+02CA\" =0

En mettant en évidence le terme commun C \"~2, on obtient une équation quadra-
tique en A qui est I’équation caractéristique de 1’équation aux différences :

A —09X+02=0

dont les racines sont :
AL =+0.4 Ay = +0.5

La solution générale de I’équation homogene s’écrit alors :

yh[n] = Cl )\711 + CQ )\g
= 104"+ C50.5"

7.1.3. Solution particuliére

La solution particuliere de l'équation aux différences est du méme type que la
fonction du second membre de 1’équation ; dans notre cas, on posera :

ypln] = C3 Ny avec A3 =0.8
En portant cette solution dans 1’équation aux différences, il vient :
Cs Ay (1 =092 +0.2)37%) = A}

Apres simplification par A", on en tire le coefficient Cj :

1 16

Ca. = =
T 1-09-081+02-082 3
La solution particuliere vaut donc :

16 =,
yp[n] = 3 0.8
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7.1. Réponse temporelle des systémes linéaires

7.1.4. Solution générale

La solution générale
yln] = ynln] + ypln]

de I’équation aux différences complete s’écrit donc :
16

Les coefficients C et (5 se calculent en tenant compte des conditions initiales.
Celles-ci nous permettent d’écrire deux équations algébriques :

yl=1 = 0
-1 -1 16 -1

20
= 250, +20C; + 3

ylo] = 0
0 0 16 0
= (104 +C50.5 +§0.8
16
= 014—024-?

dont les solutions sont : o4 0
Ci=+— Cy=——
1=t 2 3

La solution générale de I’équation aux différences pour n > 0 est donc :

1
yln) = 5 (+24-0.4" —40-0.5" +16-08")

7.1.5. Généralisation

On peut généraliser ce que nous venons de voir en considérant ’équation d’ordre N :
yn]+aryn—1]+---+anyln—N]| =byz[n]+byx[n—1]+-- -+ by x[n—M] (7.1)

dont on cherchera la solution en tenant compte des N conditions initiales.

Solution de I'équation homogene

La solution d'une équation aux différences linéaire et & coefficients constants est du
type :

ypln] = C' A" (7.2)
En portant cette solution dans I’équation aux différences, on obtient une équation
caractéristique dont les racines déterminent la forme de la solution générale. Celle-ci
dépend des trois cas suivants.
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

Racines réelles et distinctes

Chaque terme A} avec i = 1,2,--- , M est une solution de I’équation aux différences
homogene. La solution générale est une combinaison linéaire de tous ces termes :

Les coefficients C; sont des constantes fixées par les conditions initiales.

Racines complexes conjuguées

Soit A1 2 = a =+ jb, deux racines complexes de I'équation caractéristique. Alors, la
solution y,[n] est une combinaison linéaire de chaque racine élevée a la puissance n :

ynln] = C1 (a + jb)" + Cs (a — jb)"
On peut également écrire les racines sous forme polaire :
a+jb= Re%
avec :

a

b
R=Va+1? Q:atan<—)

On a donc
(a£jb)" = (Re™?)" = R" (cos(nf2) £ j sin(n))

Comme les coefficients de 1’équation aux différences sont réels, la solution 'est éga-
lement. Cela signifie que les termes imaginaires se simplifieront et que ’on obtiendra
finalement :

ynln] = A; R" cos(nQ)) + Ay R" sin(nf2)
—A
= /A?+ A2 R" cos (nQ+atan< A12)>

Le résultat général est alors le suivant :

yn[n] = AR" cos (nQ) + «) (7.4)

Les conditions initiales permettront de calculer les valeurs de A; et A, ou celles de
A et a.

Racines multiples

Si la racine est de multiplicité m telle que Ay = Ay = --- = \,;,, on pose :

ynln] = (C1 4+ Con+ -+ + Crpyn™ ™) AT (7.5)

Ici également, les coefficients C a (), seront fixés par les conditions initiales.
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7.2. Stabilité des systémes numériques

Solution particuliere

La solution particuliere y,[n| a la méme forme que le second membre de ’équation
aux différences z:[n]. Comme exemple, on peut rappeller les cas particuliers suivants :

= A = gl =C
zin| =AN" = yy[n]=C\"
zln] = A cos(nQ+a) = yy[n| = C cos(n2 + ¢)

7.2. Stabilité des systemes numériques

Nous venons de voir que la dynamique de la réponse d'un systeme dépend directe-
ment des racines de son équation caractéristique. Comme la réponse du systeme est
décrite par des exponentielles \", il suffit que le module de la racine A soit inférieur
a I'unité pour que cette réponse tende vers zéro au fur et & mesure que n augmente.

Comme on le verra plus loin, les racines de ’équation caractéristique ne sont autres
que les poles de la fonction de transfert représentant le systeme. On parlera donc
indifféremment de poles du systeme ou de racines de I'équation caractéristique.

Conclusion Un systeme numérique est stable si toutes les racines de son équation
caractéristique sont a l'intérieur du cercle de rayon unité (figure 7.1), alors qu’'un
systeme analogique n’est stable que si ses poles sont a partie réelle négative.

7.3. Instants caractéristiques

On connait 'importance des parametres dynamiques d’un systéme pour évaluer son
comportement temporel. Dans le cas des systéemes analogiques, on sait que, si les
poles p; 2 sont complexes conjugués a partie réelle négative, la solution homogene
yn(t) est une fonction sinusoidale amortie telle que :

yn(t) = C exp (—E) cos (27T L + a>
T T

avec T et 1" représentant la constante de temps et la période d’oscillation de 1’évolu-
tion temporelle du signal. On montre aisément que ces deux temps caractéristiques
valent respectivement :

1
Re {Pl,Q}

2 2

T T — T e———
w ‘[m{pl,Z}’

-

Dans le cas des systéemes numériques, il est également intéressant d’évaluer des
instants caractéristiques K, et K, correspondant a la constante de temps 7 et a la
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,ﬂﬂ
14

AT

L

S

FIGURE 7.1.: Poles et réponses impulsionnelles d’un systéme numérique
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7.4. Transformation en z

période d’oscillation 7'. Il est important de noter ici que K, et K, sont des valeurs
sans unité, multiples de la période d’échantillonnage 7, du signal considéré.

Ces instants caractéristiques sont définis de la méme maniere que les parametres
continus 7 et T :
1. L’instant K. est celui pour lequel I'amplitude R™ a diminué ou augmenté d une
valeur égale & e. On a donc R¥c = e*!. En prenant le logarithme naturel de
cette égalité, on obtient :

1 1
Ke=%1R) = n(m) (7.6)

2. La période K, d'une oscillation est telle que K, {2 = 2m. On en tire donc :

2T
K, = o) (7.7)

Comme la durée du régime transitoire est égale a environ cinq fois la constante de
temps, on a :

5
K, ~5K,= 7.8
t () )
et le nombre d’oscillations visibles pendant cette durée vaudra :
Ky, Q Q
Nyse = — > (7.9)

K, 2x I(R)] ~ n(R)|

7.4. Transformation en z

La transformation en z fait pour les systemes numériques ce que la transformation
de Laplace fait pour les systemes continus. En particulier, elle permet la représen-
tation des systémes numériques linéaires & ’aide d’une fonction de transfert H(z)
dont les poles sont les racines de I’équation caractéristique.

7.4.1. Définition

La transformation en z s’applique & une suite de nombres z[n| au travers de la
définition suivante :

X(z) = Z{a[n]} =) aln] 2" (7.10)

On peut montrer que cette définition découle de la transformation de Laplace d'un
signal analogique z(t) :
“+oo
X(s) = / (1) e dt
t=0
En effet, considérant que x[n] est la représentation échantillonnée de z(t), on peut
remplacer 'intégrale par une somme. Il vient alors :

+00 +o0o
X(s) ~ Z:U(n T.) e s"T, =T, Zx(n T,) (7)™
n=0 n=0
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

En définissant la variable z par
z = etTe (7.11)

et en attribuant a la période d’échantillonnage 7, la valeur unitaire, on obtient :

+oo

n=0
Ce résultat sert de définition & la transformation en z.

On notera que la définition de la variable z correspond a celle de l'opérateur de
décalage avant égal a une période d’échantillonnage 7T, et que 'operateur de décalage
arriere ou de retard est naturellement

2l =T (7.12)

7.4.2. Calcul de quelques transformées

Impulsion unité Elle est définie par :

1 si n=0
oln] =
0 si n#0

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :

0

D(z)=Z{0[n)} =) 12" =1 (7.13)

n=0

Saut unité Il est défini par :

1 si n>0
€[n] =
0 si n<O

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :
+o00o
E(z)=Z{en)} =) ="
n=0

Cette somme est celle d'une suite géométrique (z71)" qui est finie si [z71| < 1. Dans
ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :

1
:1—3—1:zi1 si [ <1 (7.14)

E(z)
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7.4. Transformation en z

Exponentielle Celle-ci est définie par

yln] = a”€[n]
Alors : .\ .
Y(z) = Z{a"¢n|} = Za” 2 "= Z (az7h)"

Cette équation représente la somme d’une suite géométrique de raison (az7') qui
est finie si |« 27! < 1. Dans ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :

1 z

Y(z) = o . si Jaz7l <1 (7.15)
| z[n] n>0| X(2) | 2@t t>0 | X(s) |
8[n] 1 o(t) 1
e[n] o €(t) s
" 1) ! #
an . exp(—at) e
cos(n Q) szz_c?% cos(wot) sQ—iwg
sin(n Qo) #&%zm sin(wot) szﬁowg
a cos(n ) z2522;OéoCsossz?gja2 exp(—at) cos(wot) (s+a)82+w3
a” sin(n ) | = Sciss%oozwaz exp(—at)sinwot) (s+ao;g+w3

TABLE 7.1.: Quelques transformées en z et de Laplace

7.4.3. Quelques propriétés de la transformation en z

La transformation en z possede des propriétés similaires a celles de la transformation
de Laplace. Seules quelques unes sont rappelées ci-aprés sans démonstration.
1. linéarité :

Z{az[n]+by[n]} =aX(z)+bY(2) (7.16)

2. décalage temporel :

Z{zn+d)} = 2T X(2) (7.17)
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

3. amortissement :

Z{a"zn]} = X (2) (7.18)

4. valeur initiale :

(7.19)

5. valeur finale (si le systeéme est stable) :

loo] = (2 = 1) X(2)]. (7.20)

7.4.4. Equation aux différences et fonction de transfert

Nous avons vu qu’'un systéme pouvait étre décrit par une équation aux différences
d’ordre N :

y[n] + Z apyln — k] = Z b x[n — k] (7.21)

On notera au passage que l'ordre M de la partie non-homogene de 1’équation n’est
pas nécessairement égal a celui de la partie homogeéne. Son schéma fonctionnel est
représenté a la figure 7.2.

x[n] X[n-1] X[n-2] X[n-M]
- 1 = 1 ——— - — 1

bo b1 b2 b

Y \ Y Y
M N y[n]
y[n] = E bk X[n-K] - Z ak y[n-k] >
k=0 k=1

) ] [}

-an -ap -aq

2-1 l—— — —

yIn-N] Vin2]
(b)

z-1

Vin-1] “yn]

FIGURE 7.2.: Schéma fonctionnel d’une équation aux différences
Dans le cas particulier des systemes d’ordre 2, on a donc

y[n] + a1 y[n — 1] + ag y[n — 2] = bo x[n] + by x[n — 1] + by x[n — 2] (7.22)

Utilisant la propriété de linéarité, la transformation en z de 1’équation aux diffé-
rences se calcule aisément et donne :

Y(2)+a1 27 'Y (2)+ay 27 2Y(2) =bg X(2) + b 27 X (2) + by 272 X(2)

250



7.5. Réponse fréquentielle des systéemes LTI

En mettant en évidence Y (z) et X (z), il vient :

Y(2) (1+arz " +as27%) =X(2) (bo+br 27" +by27?)

Comme le rapport des grandeurs de sortie Y'(z) et d’entrée X (z) définit la fonction
de transfert H(z), on obtient :

Y(Z) o bo + by 271 + by 272

H = =
(2) X(z) 1+az7'+agz?

(7.23)
En multipliant numérateur et dénominateur par 22, cette fonction de transfert peut
encore s’écrire sous la forme équivalente :

H() b022+blz+b2
Z) =
224+ a1 2+ as

(7.24)

On remarque alors que le dénominateur de H(z) n’est autre que ’équation caracté-
ristique de I'équation aux différences représentant le systeme :

Mtadta=0 (7.25)

La recherche des poles de H(z) est donc équivalente & la recherche des racines
de I’équation caractéristique. On notera que la forme de H(z) en 27! est dite de
réalisation (équ. 7.23) alors que celle en z est dite analytique (équ. 7.24) .

7.5. Réponse fréquentielle des systemes LTI

7.5.1. Fonction de transfert et réponse fréquentielle

On a vu plus haut que la variable z correspond a 'opérateur d’avance

z=¢eT avec s=o0+jw (7.26)
Comme dans le cas d'une réponse fréquentielle on travaille en régime sinusoidal
permanent, la variable de Laplace vaut simplement s = jw et la variable z devient
alors

z = =% avee Q=wT, =2nf/f. (7.27)

La variable Q = 27 f/f. est la pulsation normalisée définie entre +7m et —m; elle
représente les fréquences comprises entre +f./2 et —f./2. On voit donc que pour
calculer une réponse fréquentielle, il suffit de remplacer la variable z par la valeur
se situant sur le cercle de rayon unité et d’argument Q2 = 27 f/ f..

Ainsi, de la fonction de transfert

H() b022+b12’+b2
Z) =
224+ a1 2+ as

(7.28)
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on tire la réponse fréquentielle

H(,Q)_b0€+j29+b16+jg+b2
P T T2 gy 0% + g

(7.29)

Dans le cas ou la fonction de transfert est décrite avec 'opérateur de retard z=1

. b0+b1271+b2272
S l4ar 2zl +agz?

H(z) (7.30)

on a bien évidemment

. b[) + bl Gijﬂ —+ bg eijQQ
14 a eI 4 ayei2Q

H(Q) (7.31)

Les réponses fréquentielles pour f =0, f = f./4 et f = f./2 se calculent aisément
car on a
f=0 & Q=0 < z=+1

e T o
f= 1 &S 0= 5 &S 2=+
_Je _ _
f = 5 4 Q= =4 z=-—1
Ce qui donne pour une cellule biquadratique
, bo + b1 + by
H = H == = 7.32
()0 = HE e = S (732
. bo —ba+j by
T (7.53)
, bg — by + by
H(Gf)y—ppo = HZ)| ooy = TR —— (7.34)

7.5.2. Poles, zéros et réponse fréquentielle

Toute fonction de transfert peut étre décrite a I'aide des poles et zéros qui sont les
racines des dénominateur et numérateur :
b4 biz+by (z —21) (2 — 22)

H(z) = 224 a1 2+ ay B A(z —p1) (z — p2) (7.35)

Comme la variable z parcourt le cercle unité de 0 & +7 quand la fréquence varie de
0 a +f./2 (figure 7.3), on voit que la réponse fréquentielle s’affaiblit si la fréquence
est proche des zéros car (z —z;) s’amenuise et qu’elle passe par un maximum lorsque
la fréquence se situe aux environs des poles car (z — pg) diminue.

La configuration poles-zéros d'un filtre passe-bande ainsi que sa réponse fréquentielle
sont représentées a la figure 7.3. Une bonne interprétation de la signification des
poles et zéros permet ainsi d’évaluer facilement une réponse fréquentielle.
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FI1GURE 7.3.: Poles, zéros et réponse fréquentielle d'un filtre passe-bande

Evaluation d’une réponse fréquentielle

Considérons comme exemple un filtre passe-bande décrit par une fonction de trans-
fert d’ordre 2

H(z) = A(z —21) (2 — 29)
(z = p1) (z — p2)
et caractérisé par les points suivants.

1. Il ne doit pas laisser passer la fréquence nulle qui se situe en z = +1 dans le
plan complexe ; on doit donc avoir un zéro en cet endroit, d’oll

21 = —|—1
2. 11 doit bloquer les signaux de fréquence f./2 qui se situe en z = —1; on a
donc
Z9 = -1

3. Il doit laisser passer la fréquence centrale fy qui correspond a deux poles situés
en

prp = Re ™ (7.36)
avec la pulsation normalisée 2y = 27 % et R < 1 pour que le filtre soit stable.

La fonction de transfert sera donc décrite par

z—1)(z+1
H(z) = A(z - Pfeﬂﬂo; Ez i_ R)ejﬂo)
_ 4 22 —1

22 — 2R cos Qg z + R?

ou, de maniere équivalente, par

1—272

H(z)=A
(2) 1—2R cosQyz~t + R% 272

(7.37)
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

La réponse fréquentielle vaut donc
1— 67j2Q

H(iQ)=A . :
() 1 —2R cos QeI + R2 29

(7.38)

Comme application numérique, considérons le cas particulier ot
fo=[f/8 & Qo =7/4, R=0.9, A=1-R=0.1
Pour un filtre passe-bande, on doit bien évidemment obtenir
H(f=0)=0,  H(f=/f/2)=0

De plus, avec g = w/4 et 2Qy = 7/2, il vient

H( A Loch?
(782) 1 — 2R cos(m/4) e=im™/* + R2 e=im/2
L
— 4 tJ
1-V2R (&%) - iR
145 145
_ +J _ 4 +7

1-R(1—j)—jR2 ~1—-R+jR—jR?
Comme R=0.9et A=1— R, on obtien finalement

14 14
(1—R)(1+jR) 1+,0.9

H(jfo) = (1—R) —1.05 £ 4 0.053 [rad]

7.5.3. TFD et réponse fréquentielle

Sachant que les transformations de Fourier directe et inverse d’une suite de valeurs
numériques sont définies par :

o0

X(5Q) = Z x[n] exp(—jnQ) (7.39)
x[n] = L +WX(jQ) exp(+jn€) dQ (7.40)

27

il est possible de calculer la réponse fréquentielle H(j€2) en transformant de Fourier
soit la réponse impulsionnelle h[n|, soit 1'équation aux différences. Comme illustra-
tion, appliquons ces deux approches a un systeme d’ordre 1.

Systeme décrit par une réponse impulsionnelle
En transformant de Fourier la réponse impulsionnelle h[n] d'un systéme numérique

d’ordre 1,
hin] = A R" ¢[n] 0<R<1
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7.5. Réponse fréquentielle des systéemes LTI

on obtient la réponse fréquentielle H(j€2) suivante

H(jQ) = Y hnJe?"®

n=—0oo

= i AR" e~ im9
n=0

S A (R
n=0

L’observation de ce résultat nous montre que 'on a affaire a une suite géométrique.
Se souvenant que la somme d’une suite géométrique infinie de raison r vaut :

E "= —— i <1 7.41
2 r T o |7 (7.41)
on peut calculer aisément H (j<2) :

, 1 .

Systeme décrit par une équation aux différences

On a vu qu'un systéme numérique d’ordre 1 peut également étre décrit par une
équation récursive :

y[n] = Azn] + Ryln — 1]
Les propriétés de linéarité et de décalage de la transformation de Fourier permettent
d’écrire immédiatement

Y(jQ) = AX(5Q) + Re 7Y (jQ)

En regroupant les termes communs, puis en effectuant leur rapport, on obtient la
fonction de transfert du systeme ou sa réponse fréquentielle :
. Y () A
H(jQ) = L = —5
X(j2) 1—Red
Comme on pouvait s’y attendre, les deux expressions de la réponse fréquentielle
sont identiques; elles ne dépendent pas de la méthode de calcul utilisée.

Relation avec la transformation en z

Les résultats que nous venons de calculer peuvent également s’obtenir directement
a partir des transformées en z des fonctions et signaux considérés en remplagant
I'opérateur d’avance z par son équivalent fréquentiel e/?. Ainsi, dans le cas de la
réponse impulsionnelle

hin] = AR"eln] <+ H(z)=A—

z—R

on obtient
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

7.6. Calcul et tracage de quelques réponses
fréquentielles

Afin d’illustrer le calcul et le tracage de quelques réponses fréquentielles, considérons
quelques exemples de systémes numériques décrits soit par leur réponse impulsion-
nelle, soit par leur équation récursive.

7.6.1. Moyenneur non causal

Un moyenneur non causal d’ordre 5 est décrit par 1’équation aux différences sui-
vante :

y[n] = % z [n—2]+zn—1]+z[n] + zn+ 1] + z[n + 2] (7.43)

et sa réponse impulsionnelle est :

1/5 si -2<n<2

h[n] = (7.44)

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 7.4.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce

filtre : ]
H(z) = = (272427 420+ 21 427

dont la réponse fréquentielle vaut

1 ) ) ) ) )
H(j9) = < (772 + 792 4 770 + 192 4 £1729)

H(jQ) = % 1 +2cos(f2) + 2cos(29) (7.45)

On constate que la réponse fréquentielle ainsi obtenue est réelle; ceci n’est pas
surprenant si on se souvient que la réponse impulsionnelle h[n| considérée est paire.
Le tracage de la réponse fréquentielle de ce moyenneur (figure 7.5) montre qu’il agit
comme un filtre passe-bas et qu’il annule méme la sortie pour certaines pulsations.

7.6.2. Moyenneur causal

Un moyenneur causal d’ordre 5 est décrit par 'équation aux différences suivantes :

yln] = % [0+ 2ln — 1] + 2 — 2] + 2fn — 3] + 2 — 4] (7.46)
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0.8 q

0.6 q

hin]
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FIGURE 7.4.: Réponses impulsionnelle et indicielle d’'un moyenneur non causal
d’ordre 5

H(Q)

05F q
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IH(Q)
=)

Pulsation normalisée [rad]

F1GURE 7.5.: Réponse fréquentielle d’'un moyenneur non causal d’ordre 5
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

et sa réponse impulsionnelle est :

1/5 si 0<n<A4
hin] = (7.47)

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 7.4 et
on constate que, par rapport au moyenneur non causal, ces réponses temporelles
sont simplement retardées de deux échantillons.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce
filtre :

1
H(z) = R (242 422+ 270+ 27
-2
= %(z2+zl+zo+z_l+z_2)

dont la réponse fréquentielle vaut

o—720
H(j0) = “——

- (6—1—]’29 —|—6+jQ +1 +€—jQ +€—j29)

—j2Q

H(j0) =

1 +2cos(f2) + 2cos(29) (7.48)

On constate ainsi que, & un phaseur pres, la réponse fréquentielle obtenue est la
méme que précédemment ; ce qui n’est pas surprenant puisque le moyenneur causal
n’est qu'une version translatée du moyenneur non causal. Les modules des deux
réponses fréquentielles sont donc les mémes ; seules les phases different (figure 7.7).
On notera que la phase ainsi obtenue est linéaire par rapport a la fréquence ; ce qui
n’est autre que 'effet de la translation temporelle.

7.6.3. Filtre passe-bas d’ordre 1

On a vu plus haut qu'un filtre passe-bas numérique d’ordre 1 était décrite par sa
réponse impulsionnelle

hin]=AR"¢[n] R<1
ou par sa fonction de transfert

A

HE& = —f

On en a déduit que sa réponse fréquentielle vaut :

A

HUM =1 fem

(7.49)
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FIGURE 7.6.: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un moyenneur causal d’ordre 5
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FIGURE 7.7.: Réponse fréquentielle d’'un moyenneur causal d’ordre 5
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FIGURE 7.8.: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un filtre passe-bas d’ordre 1
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FIGURE 7.9.: Réponse fréquentielle d'un filtre passe-bas d’ordre 1
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De maniére & avoir un gain unité pour {2 = 0, on choisit

A=1-R (7.50)

Cette fonction a valeur complexe peut encore étre décrite par :

. A
H(j0) = 1 — R cos(Q2) + jR sin(Q2) (751)

Ce qui permet de calculer le module et la phase de la réponse fréquentielle :

A

|H(jQ)| = (7.52)
V(L= R cos())? + (R sin(Q))?
ZH(jQ)) = — arctan (%) (7.53)

Les réponses temporelles et fréquentielles sont présentées dans les figures 7.8 et 7.9.

7.6.4. Filtre passe-bas d’ordre 2

Prenons, comme nouvel exemple, un filtre passe-bas numérique d’ordre deux avec
résonance décrit par sa réponse impulsionnelle

hin] = AR" sin (n Q) €[n] R <1 (7.54)
Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont représentées dans la fi-
gure 7.10.

La transformée en z de h[n] (voir tableau 7.1) donne la fonction de transfert

R sin ) 2 R sin Qg 21
H(z)=A =A
(2) 22 — 2R cosQy z + R? 1—2R cosQyzt + R% 22

dont on tire la réponses fréquentielle

R sin (Q) e 7%

H(Q2)=A . . 7.55
() 1 —2R cos (§) e + R? e=720 (7.55)
qui pour 2 = 0 donne un gain
. R sin (Qo>
H(jo)=A
(70) 1 —2R cos () + R?
De maniére a avoir un gain unité pour €2 = 0, on choisit
1—-2R Q 2
Ao cos () + R (7.56)

R sin (Qo>

Il est également possible de retrouver cette réponse fréquentielle a partir de la
donnée des poles du filtre. Cette approche, tres simple, est laissée comme exercice.
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7.7. Analyse et réalisation d’un filtre

7.7. Analyse et réalisation d’un filtre

Dans cette section, on souhaite illustrer les différentes étapes a parcourir pour
analyser et réaliser un filtre numérique. Pour cela, considérons un filtre décrit par
la fonction de transfert suivante :

Zfl

1-162z"14+0.81272

H(z) =021

et étudions ses réponses temporelle et fréquentielle.

7.7.1. Calcul de la réponse temporelle du filtre

Nous avons vu que le comportement dynamique d’'un filtre numérique est déterminé
par les instants caractéristiques K. et K, et que leurs valeurs se calcule a partir des
poles de la fonction de transfert H(z).

Poles et réponse temporelle

En multipliant numérateur et dénominateur de H(z) par z2, on obtient la forme
canonique nécessaire pour l'analyse :

z
22 —-1.62+0.81

H(z) =021

On calcule aisément les poles de cette fonction de transfert qui valent :

1
pla = §(1.6ﬂ_L\/1.()‘2—4-0.81)

— 0.84j0.412
0.96:|:j0.476

Comme ces podles sont complexes et de module inférieur a 1, on en déduit que la
réponse transitoire, c’est-a-dire la solution homogene de ’'équation aux différences,
comportera une oscillation amortie du type :

yn[n] = C' R" cos(nf) + «)
ce qui, en tenant compte des valeurs numériques, donne :

ypln] = C'0.9" cos(0.476 n + «)

Instants caractéristiques
La réponse étant oscillante, il faut rechercher la constante de temps K. et la période
d’oscillation K, :

1 2
K.=—=95 K, =
[In(0.9)| b
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On aura donc une durée du régime transitoire valant

K, ~5K, =475 instants

et un nombre d’oscillations visibles d’environ

Ktr
Nosc =
K

p

~ 3.6 oscillations

Réponses temporelles d'un filtre numérique
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FI1GURE 7.12.: Réponses impulsionnelle et indicielle du filtre

Evaluation de la réponse indicielle

A un saut unité dont 'image est

B 1
1= 21

z

z—1

X(z)

correspond la réponse indicielle suivante

0.21%
z2—122-162+0.81

Dans cette réponse, on retrouve naturellement les deux poles (p; 2 = 0.9 ¢70476) dus
au filtre, plus un pole (ps3 = +1) dit au saut unité appliqué a l'entrée. L’évolution
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temporelle sera donc celle décrite précédemment, a laquelle on doit ajouter un terme
constant A correspondant au pdle ps :

y[n] = A+ C0.9" cos(0.476 n + «)

Ces informations peuvent étre complétées par les valeurs initiale et finale que 'on
calcule en utilisant le théoreme des valeurs limites :

0.21

yloo] = (2 = 1) Y(2)[,_, = T-16508 °

La figure 7.12 illustre les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre. On remar-
quera que toutes les valeurs calculées ci-dessus sont confirmées par ces graphes.

7.7.2. Calcul de la réponse fréquentielle

Partant de la fonction de transfert du filtre

0.21 27! 021z

H = —
(2) 1—16214+08122 22-162+0.81

on obtient I'expression de la réponse fréquentielle en remplacant la variable z par le
phaseur et/ : il vient alors :

. 0.21 =% B 0.21 ¢*7%
(76 = 1—1.6e724+0.81e922  ti22 — 1 652 4 (0.81

Quelques valeurs particuliéres

On a vu plus haut que

H(jf)’f:fe/4 H(Z)lz:+j
H(jf)’fzfﬁ/z = H(z)|,-,
Ce qui donne dans notre cas
0.21
Hj))=—F——=4+1=1/
U0 == 650m ~ * 0
. +50.21 ,
H(jf./]4) = = —0.129 0.015 =0.130Z — 3.02
Ule/) = 081 =716 +J
—0.21
H(jf.)2) = — =~ _0.06=0.06/
Ul = TG0t ~ 006 = 00627
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Tracage de la réponse fréquentielle

Le calcul et le tragage de cette réponse fréquentielle se fait avantageusement avec
I’aide de Matlab. Dans ce cas, il faut décrire la fonction de transfert avec ’opérateur

d’avance z
0.21 2

22 —-1.624+0.81

Le calcul et tracage se fait ensuite avec les commandes suivantes :

H(z) =

% donnees:
num = [0, 0.21, 0];
den = [1, -1.6, 0.81];
% reponse frequentielle
fe = 1; Npoints = 500;
[Hjf, ff] = freqz(num,den,Npoints,fe);
% tracage
figure;
subplot(2,1,1);
plot(ff, 20*logl0(abs(Hjf))); grid on;
title(’Réponse fréquentielle d”un filtre numérique’);
ylabel (" [H(GE) |7);
axis([0,0.5,-30,+10]);
subplot(2,1,2);
plot(ff,angle(Hjf)*180/pi); grid on;
ylabel (" /H(j£));
xlabel(’f / f_e’);

La figure 7.13 présente le module et la phase de la réponse fréquentielle du filtre.
On y retrouve bien les trois valeurs particulieres

H(0) =120

H(jf./4) = 0.130£ — 3.02 = —17.7dB/ — 3.02
H(f./2)=0.064 —7m=—-24dBZL — 7

7.7.3. Comment réaliser ce filtre?

Une fois le comportement du filtre analysé et vérifié, il reste a le réaliser. Pour
cela, on implantera I’équation aux différences correspondant au filtre désiré dans un
processeur numérique. Puis on devra bien entendu le relier au monde analogique
a 'aide des convertisseurs AN et NA et des filtres d’antirepliement (FAR) et de
lissage (FL) (figure 7.14).

L’équation aux différences du filtre est déduite directement de la fonction de trans-
fert
Y(2) 0.21 271

H pr— p—
)= X0 "1 16 1081
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En effet, les produits croisés de cette équation donnent :
Y(2) = 1.627'Y(2) +081272Y(2) =0.21 27 X(2)
Ce qui, par transformation inverse, correspond a 1’équation
y[n] — 1.6 yln — 1]+ 0.81y[n — 2] = 0.21 z[n — 1]
Algorithmiquement, cette équation s’écrit plutot sous la forme suivante

yln] =021z[n — 1]+ 1.6 yn — 1] — 0.81y[n — 2]

C’est cette équation aux différences qui sera implantée dans le processeur et exécu-
tée a chaque nouvel instant d’échantillonnage T,. Le code réalisant ce filtre pourrait
s’écrire comme suit :

% initalisation des constantes

b0 = 0.0; bl = +0.21; b2 = 0.0;

al = -1.6; a2 = +0.81;

% initalisation des variables

xnl = 0.0; xn2 = 0.0; % valeurs anciennes de x[n]
ynl = 0.0; yn2 = 0.0; % valeurs anciennes de y[n]

% operation de filtrage (xnO, ynO: valeurs actuelles)

repeat
xn0 = Analoglnput;
yn0 = bO*xn0 + bl*xnl + b2*xn2 - al*ynl - a2x*yn2;
AnalogQOutput (ynO) ;

% mise a jour des 2 piles xn et yn
yn2 = ynl; ynl = ynO;
xn2 = xnl; xnl = xn0;

until stop;

7.8. Classification des systémes numériques

Au travers des sections précédentes, nous avons vu différentes formes de représen-
tation des systemes numériques : équations aux différences, schémas fonctionnels et
fonctions de transfert. Les divers exemples ont permis de montrer que la réponse
d’un systeme peut se calculer en prenant en compte le signal d’entrée seulement ou
les signaux d’entrée et de sortie simultanément.

De ces deux possibilités découle une classification des systemes qu’il est important
de connaitre. Ces deux classes de représentations des systemes linéaires sont souvent
désignées avec des acronymes anglo-saxons qui seront utilisés par la suite.
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7.8.1. Systémes non récursifs (dits RIF, FIR ou MA)

La réponse y[n] d'un systéme causal non récursif d’ordre N se calcule uniquement &
partir du signal d’entrée z[n]. Son équation aux différences est rappelée ci-dessous
et sa représentation fonctionnelle est donnée a la figure 7.15a.

y[n] :Zbkx[n—k] =box[n]+bix[n—1]+byx[n—2]4+ -+ byx[n—N] (7.57)

On peut remarquer que sa réponse impulsionnelle correspond aux coefficients by ;
elle est donc de longueur finie N. Ainsi le calcul de y[n] revient-il & convoluer le
signal d’entrée et la réponse impulsionnelle h[k] = by du systéme linéaire. On peut
également observer que ce systeme effectue une pondération des valeurs du signal
d’entrée et que cela correspond & une moyenne glissante (moving average).

Ces systemes sont donc désignés avec l'acronyme RIF (Réponse Impulsionnelle
Finie) ou FIR (Finite Impulse Response) ou MA (Moving Average) et leur fonction
de transfert s’écrit

H(z) =by+bizt +byz 2+ +byz (7.58)

De par leur structure, les systemes FIR sont toujours stables, mais ils demandent
passablement de temps de calcul car la longueur de la réponse impulsionnelle d'un
tel systéme est généralement tres élevée (N > 100).

7.8.2. Systemes récursifs (dits RIl, IR ou ARMA)

La réponse y[n| d'un systéme causal récursif d’ordre N se calcule & partir du signal
d’entrée x[n] et des valeurs précédentes de la sortie y[n — k]. Son équation aux

différences est rappelée ci-dessous et sa représentation fonctionnelle est donnée a la

figure 7.15b.
N

yln) = bealn — k| = axyln — k] (7.59)

k=1
On peut remarquer que ces systémes ont une réponse impulsionnelle infiniment
longue et qu’ils sont décrits par leur fonction de transfert

b+ bz b4 A by M
S l4az lFagz 24+ F+ayz N

H(z) (7.60)
On observe ainsi que le dénominateur de cette fonction de transfert représente une
Réponse Impulsionnelle Infinie RII ou IIR (Infinite Impulse Response) ou Auto Re-

gressive (AR) et que son numérateur décrit une moyenne glissante (Moving Average
MA). D’ou l'appellation ARMA (Auto Regressive and Moving Average).

Généralement, l'ordre d'un systeme IIR est peu élevé (N =1---10) et il est réalisé
en plagant en série des cellules biquadratiques (cellules IIR d’ordre 2). Il est donc
trés efficace en temps de calcul mais, de par sa structure récursive, il peut devenir
instable.
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

7.8.3. Caractéristiques des filtres FIR et IIR

Les qualités (indiquées en gras) et les défauts des filtres FIR et IIR sont présentés
dans le tableau de la figure 7.15.

x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-M]
z1 21 - zt
bo b1 bo bm
M y[n]
y[n] = . bk x[n-K] —
k=0
(@)
x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-M]
z1 z1 -- z1
bo b1 bo bm
M N y[n]
yInl = 3 bk xn-K] - 3 ak yIn-k] »
k=0 k=1
y
- apn -ao - aq
1 - -1 1
yinN]| * yin2l| = [y 2 [T ying
(b)
Caractéristiques H Filtres FIR ou MA ‘ Filtres ITR ou ARMA ‘
sélectivité faible élevée
ordre élevé faible
nombre d’opérations élevé faible
mémoire nécessaire élevée faible
temps de propagation || naturellement impossible
constant (phase linéaire) réalisable au sens strict
stabilité absolue limitée
nombre de bits nécessaires raisonnable élevé
précision des coefficients raisonnable élevée
cycles limites aucun présents
filtres adaptatifs possibles difficiles

FI1GURE 7.15.: Schémas fonctionnels et caractéristiques des filtres FIR et IIR



7.9. Exercices
7.9. Exercices

SNT 1 Considérant les systémes numériques suivants

yin] = z[n]+zn—4 +zn - 8§

yaln] = ) xfn— K]

ysln] = n Zm[n—k‘]

yaln] = z[n] +yaln — 1] = 0.5ys[n — 2] avec ya[-2] = yu[-1] =0

dessinez leur schéma fonctionnel ainsi que leurs réponses impulsionnelle et indicielle.

SNT 2 Considérant le schéma fonctionnel d'un filtre numérique (figure SNT 2),
1. Ecrivez son équation aux différences et sa réponse impulsionnelle.
2. Dessinez les réponses impulsionnelle et indicielle.

3. Ce filtre est-il récursif 7 Quelle est son action ?

x[n]

71 71 71 71 71

2 yin]

FIGURE 7.16.: Ex. SNT 2

SNT 3 Ecrivez I'équation aux différences d’un moyenneur causal d’ordre 5 et
dessinez sa réponse y[n| au signal x[n] = €[n| — e[n — 10].

SNT 4 On souhaite réaliser I’équivalent numérique d’un filtre analogique passe-
bas d’ordre 1. Pour cela :

1. Considérez I'équation différentielle du filtre analogique
RC —= +y(t) = z(t)

et remplacez la dérivée par une différentielle finie pour obtenir I’équation aux
différences du filtre numérique.

2. Utilisez vos résultats et calculez les coefficients du filtre numérique dont la
fréquence de coupure se situe aux environs de 1kHz alors que le signal d’entrée
est échantillonné & f. = 10 kHz. Dessinez son schéma fonctionnel.
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7. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

3. Calculez les premiers points de sa réponse indicielle et comparez a celle du
filtre analogique.

4. Que valent en particulier y[0] et y[oo] 7 Comparez & y(0) et y(oo). Justifiez les
différences. Que se passe-t-il si on augmente la fréquence d’échantillonnage ?

SNT 5 On considére deux filtres numériques décrits par
y[n| = z[n] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]

y[n] = z[n] — z[n — 1] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]
Que valent y[0] et y[oo] si z[n] = €[n]? Quelle est la fonction de chaque filtre ?

SNT 6 Considérant six systémes numériques linéaires décrits par leurs équations
aux différences :

1 y[n] = z[n] + 0.8 y[n — 1]

2 y[n] = z[n] — 0.8 y[n — 1]

3 y[n] = z[n] + 1.2y[n — 1]

4 y[n] = z[n] — 1.2y[n — 1]

5| y[n]=zn]+1lyn—1] —08y[n — 2|
6 | yln| ==x[n]+ 1.2y[n —1] —0.32y[n — 2

1. Calculez et dessinez leurs racines dans le plan complexe; ol se situent-elles
par rapport au cercle unité ?

2. Calculez les instants caractéristiques K., K, et N,s. pour chaque cas.

3. Donnez 'expression générale de leur réponse transitoire et esquissez leur ré-
ponse indicielle.
SNT 7 Calculez la réponse indicielle d'un systéme numérique décrit par
yln| = z[n] + 1.6y[n — 1] = 0.75y[n — 2] avec y[0] =y[-1] =0

En particulier, que valent y[0], y[oc], Kirans €t Nose ?

SNTZ 1 Calculez la transformée en z de la suite suivante

y[n]:{10,8,6,4,2,0707---}’ nzO

SNTZ 2 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = z[n] + 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z).
2. Calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles.

3. Admettant x[n] = €[n], esquissez y[n] apres avoir calculé y[0] et y[oo].
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SNTZ 3 Répondez aux questions de I'exercice précédent pour

y[n] = z[n] +1.2y[n — 1] — 0.75y[n — 2]

SNTZ 4 Considérant la réponse indicielle d’un systeme décrit par

z—1
22 —-1624+0.81

H(z) =

calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles ainsi que
les valeurs y[0] et y[oo]. Esquissez y[n].

SNTZ 5 Quelle est la fonction de transfert H(z) d'un filtre dont la réponse im-
pulsionnelle est décrite par

hn] = exp (-@) sin (n 27 fo TL) ¢(n)

lorsque T, = 1msec, 7 = 10msec, fo = 100Hz?

Rép. :

0.53 z

hln} = B" sin(nflo) = H) = 05 T 08

SNF 1 Considérant un moyenneur pondéré décrit par 1’équation aux différences
suivante qui accorde plus d’importance aux valeurs récentes

yln] = = (3x[n] + 2eln — 1] + afn — 2)

1
6
1. Dessinez son schéma ainsi que ses réponses impulsionnelles et indicielle.
2. Calculez sa réponse fréquentielle H(552).

3. Que valent |H(jQ)| et LH(jQ) si f =0, fo/4, f/27

4. Esquissez |H(jQ2)| et LH(j$2) pour —m < < +.

SNF 2 Un filtre passe-bas d’ordre 1 est décrit par

y[n] = z[n — 1] + 0.9y[n — 1]

1. Dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(5€2).

3. Que valent |H(jQ)| et LH(52) lorsque f =0, f./4, fo/27
4. Esquissez |H(jQ)| et LH(j§2) pour —m < < +.
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SNF 3 Considérant un filtre d’ordre 2 décrit par
y[n] = R sin (Q) z[n — 1] + 2R cos () y[n — 1] — R?y[n — 2]

avec R = 0.8 et Qp = /4.
1. Calculez sa réponse fréquentielle H (j€2).
2. Que valent |H(jQ)| et LH(jQ) si f =0, f/4, f/27

3. Esquissez |H(jQ)| et ZH(jQ) pour —1 < Q < +m. Quel type de filtre est
ainsi réalisé ?

SNF 4 Un filtre numérique biquadratique est décrit par I’équation aux différences
suivante

y[n] = apz[n| + ay z[n — 1] + ag x[n — 2] — by y[n — 1] — by y[n — 2]

. Dessinez son schéma fonctionnel.
. Calculez sa réponse fréquentielle H(j<2).
. Que valent |H(jQ)| et ZH(jQ) si f =0, f./4, f./27

. Quelles conditions faut-il satisfaire pour que le filtre soit :

=~ W N =

a) un filtre passe-bas de gain unité ?

b) un filtre passe-haut de gain unité ?

SNF 5 On applique un signal sinusoidal permanent z(¢) = 5 sin(27 1kHz¢) & un
filtre numérique décrit par y[n] = 0.1z[n] + 0.9 y[n — 1]. Sachant que f, = 10kHz,
que vaut le signal analogique y(t) obtenu apres conversion N—A 7

SNF 6 Considérant un moyenneur non causal centré d’ordre 5 :
1. Ecrivez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(j€2) et écrivez-la a I’aide de fonctions en
cosinus seulement.

3. Que valent H(0) et H(m)? Y a-t-il des pulsations pour lesquelles H(j€2) s’an-
nule ?

SNF 7 Calculez puis esquissez les réponses indicielle y[n] et fréquentielle H(j(2)
d’un filtre décrit par sa réponse impulsionnelle

h{n]:A{107876747270707"'}7 TLZO, A=1

Que doit valoir A pour que le gain de ce filtre soit égal a 17
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SNF 8 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = z[n] + 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H (j<2).
2. Recherchez les valeurs numériques de H(jQ2) lorsque f =0, f./4, f./2.
3. Esquissez |H (j$2)|.

SNF 9 Répétez 'exercice précédent pour un filtre numérique décrit par

yln] = z[n] —z[n — 1]+ 1.2y[n — 1] = 0.72y[n — 2]

SNF 10 Considérant le schéma fonctionnel du filtre numérique de I'exercice SNT
2 pour lequel la réponse impulsionnelle vaut

hin] = {+2,4+3,+5,-5,—-3,—-2,0,0,- - }, n=20,1,23,---

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H(5€2).
2. Ecrivez cette derniere avec un phaseur et une somme de sinus.

3. Ecrivez le module et la phase de H(j). Observez-alors que la phase est
linéaire ; expliquez a posteriori pourquoi cette phase doit étre linéaire.

4. Esquissez le module et la phase de H(j2) apres avoir calculé les valeurs
particulieres pour f =0, f./4, f./2, 3f./4, fe.
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8. Analyse de signaux périodiques

Le but de ce travail pratique est d’apprendre a générer et analyser des signaux
dans les domaines temporels et fréquentiels. Pour ce faire, vous créerez des signaux
périodiques tels que les suites d’impulsions rectangulaires (sir), triangulaires (sit),
exponentielles (sie) et oscillantes amorties (sinam) pour les analyser ensuite.

a0

o
&)
=
o
=
6]
[N)
o
N
[¢;]

0 5 10 15 20 25
temps [ms]

FI1GURE 8.1.: Exemples de signaux

Commencez par lire la section 8.4 et observez a quel point il est simple de créer
des signaux périodiques oti, sauf pour la sit, deux lignes de code suffisent. Copiez
dans votre répertoire de travail les fonctions sir.m, sit.m, sie.m, sinam.m gé-
nératrices de quelques signaux utiles. Puis, dans la fenétre de commandes Matlab,
tapez help sir.m ou autres pour voir comment on utilise ces fonctions.
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8. ANALYSE DE SIGNAUX PERIODIQUES
8.1. Analyse temporelle

8.1.1. Création de quelques signaux

Ecrivez un fichier signaux_a.m dans lequel vous calculerez et tracerez les signaux
de la figure 8.1. Puis :
1. Générez un vecteur temps constitué de N = 1000 valeurs comprises entre t,,;,
et thae-
2. Pour chacun des signaux, définissez les parametres t4e., 1o, ¢, 7, T}, ainsi que
Iamplitude A et le décalage en ordonnée.
3. Calculez et tracez les cing signaux.
4. Modifiez les valeurs des parametres; est-ce que tout se passe bien? est-il
raisonnable de prendre des valeurs faibles pour N ?

8.1.2. Valeurs moyennes, puissance

Pour mémoire, on rappelle que la puissance d’un signal peut étre calculée dans les
domaines temporel ou fréquentiel (théoréme de Parseval)

1 to+T +oo
Po=g [ S0d= 3 XGR (51)
to k——o0

et que la puissance totale d’un signal est égale a la somme des puissances DC et AC
Px:Pdc—i_Pac:Xc%c_'_ch (82)

On en déduit alors que la puissance et la valeur efficace de la composante alternative
valent

Py =P, — Xﬁc’ KXae = \/P_ac (83)
Comme les signaux que l'on traite avec Matlab sont des grandeurs analogiques
numérisées, il est important de définir comment on calcule les valeurs associées aux
signaux analogiques z(t) ou numériques xz[n] :
— la composante continue ou valeur moyenne du signal

1 [lotT 1«
Xoe = = /t o(t)dt,  Xae=— gox[n] (8.4)
— la puissance normalisée du signal
1 [totT ) 1 N—-1 )
Po= /t Py, P= ; 2] (8.5)

Afin d’obtenir les parametres caractéristiques de vos signaux, écrivez une fonction
fournissant ces valeurs :

function [Xdc, Xac, Px] = ParamSignal (xt);

Quatre lignes de codes suffisent si vous employez les deux fonctions élémentaires,
mais tres utiles, que sont sum et length.

280



8.2. Analyse spectrale

8.1.3. Analyse des résultats

Pour chacun des signaux ci-dessus,

1. rappelez l'expression des valeurs théoriques des parametres P,, Py, P, ;
tirez-en X.rr, Xge, Xoc et calculez leur valeur avec Matlab ;

2. utilisez votre fonction ParamSignal.m pour calculez les valeurs mesurées sur
VoS signaux;

3. a l'aide d'un tableau, comparez ces résultats aux valeurs théoriques et expli-
quez les différences éventuelles.

‘ H Sinus ‘ Triangle ‘ Exponentielle ‘ Impulsion ‘ Sinus amorti

X4e théor.

X 4. mes.

X, théor.

X4 mes.

8.2. Analyse spectrale

Le travail qui est demandé dans cette section s’inspire directement du chapitre
consacré a l'analyse spectrale numérique. Vous devez donc commencer par relire
son contenu et vous attachez plus particulierement aux deux premiers exemples
d’analyse spectrale. Une fois cela fait, copiez dans votre répertoire de travail le
fichier enreg_signaux.txt et créez un nouveau fichier signaux_c.m dans lequel
vous effectuerez les opérations et analyses suivantes.

1. Chargez le fichier enregistré et extrayez les informations utiles
mesure = load(’enreg_signaux.txt’);
tt = mesure(:,1); xt = mesure(:,2); N = length(xt);
dt = tt(2) - tt(1); duree = N * dt;

2. Tracez et observez le signal x(t);

a) que valent sa puissance et ses valeurs moyenne et efficace ?

b) que valent la durée du signal et sa période d’échantillonnage ?

¢) que vaudront I'incrément fréquentiel et la fréquence maximum du spectre ?
3. Calculez le vecteur f[k] des fréquences et le spectre X[jk] du signal z(t)].

Vérifiez que la puissance calculée avec X [jk] donne bien le méme résultat que

celle calculée avec x(t)].
4. Tracez (subplot(2,1,k)) les spectres d’amplitudes unitlatéraux Ay et A,
avec des axes satisfaisants; observez et analysez;
a) pouvez-vous mettre en évidence des composantes spectrales 7
b) que valent leurs fréquence, amplitude et phase ?
c¢) quelle est 'incertitude sur la valeur des fréquences ?
)

d

commentez ’allure du contenu spectral.
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5. A partir des composantes spectrales choisies comme significatives, reconstrui-
sez le signal original z,(t) et calculez sa valeur efficace ainsi que le rapport
signal sur bruit (SNR) de I'enregistrement proposé. Rappel :

P,
SNRle-log(P°>

tot

8.3. Reconstruction d’un signal

Comme on I’a vu dans I'analyse de Fourier, la reconstruction ou synthese d’un signal
se fait & partir de ses K composantes spectrales X (jk) :

v () = Y X(jk) exp (+527k fot) (8.6)

k=—K

En préalable & votre travail, rappelez ce que valent les spectres d’'une SIR et d’une
SIT puis ouvrez un fichier signaux_b.m dans lequel vous créerez des signaux de
période Ty = 1 ms et d’approximation K = 5, 10, 20. Pour cela :

1. Construisez les trois signaux périodiques suivants pour une durée 57 :

a) un signal triangulaire similaire & celui de la figure 8.1;
b) une SIR centrée caractérisée par A =5, At = 0.2ms;

¢) un signal carré démarant au flanc montant et d’amplitude comprise entre
-2.5 et +2.5.

2. Pour chacun des signaux tracez les trois approximations (subplot(3,1,k));
observez-les et concluez.

3. Pour chacun des trois signaux, calculez leur puissance dans les domaines tem-
porel et fréquentiel. Comparez et expliquez les différences.

8.4. Annexe

Voici les fichers Matlab permettant de générer les signaux particuliers définis en
introduction. Vous noterez a quel point la fonction modulo est utile pour générer
des signaux périodiques.

Suites d’impulsions rectangulaires (sir.m)

function [x] = sir(temps, TO, rc);

% sir(temps, TO, rc)

% Calcul d’une suite d’impulsions rectangulaires d’amplitude 1,durée 5T_{0}
% de rapport cyclique rc demarrant lorsque temps = O

% Parametres:

% temps = variable temporelle
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b

/A

8.4. Annexe

rc = rapport cyclique = 0.5 par defaut
Exemple d’utilisation:
xt = amplitude * sir((temps+decalage),TO, rc);

valeurs par defaut

if nargin == 2, rc = 0.5; end;

tm

X

= mod(temps,T0); % rampe comprise entre O et TO
= tm/TO < rc; % x=1o0uo

Suites d’impulsions triangulaires (sit.m)

function [x] = sit(temps, TO, rc);

b
h
b
h
b
h
h
b
h

/A

sit(t, TO, rc)

Calcul d’une suite d’impulsions triangulaires d’amplitude 1, de

période TO, de rapport cyclique rc demarrant lorsque temps =
Parametres:

temps = variable

TO = période

rc = rapport cyclique = 0.5 par defaut

Exemple d’utilisation:

Xt = amplitude * sit(temps, TO, rc);

verification des parametres d’entree

if nargin == 2, rc = 0.5; end; ' valeur par defaut
if (rc > 1) | (xc < 0)

error(’Le rapport cyclique doit etre compris entre O et 17);

end;

/A

creation du signal x = 0

x = zeros(size(temps));

tm = mod(temps,TO); % rampe comprise entre 0 et TO
% creation des triangles

k1 = find(tm/TO < rc/2);

x(k1) = tm(k1)/TO; % rampe positive O ... rc/2

k2 = find((tm/TO0 >= rc/2)&(tm/TO < rc));

x(k2) = rc - tm(k2)/TO; ¥ rampe negative rc/2 ... O

% normalisation

x = x/max(x);

Suites d’impulsions exponentielles amorties (sie.m)

function [x] = sie(temps, TO, tau);

b
h
b
b
b
h
hh
h

sie(temps, TO, tau)

Calcul d’une suite d’impulsions exponentielles d’amplitude 1,
de constante de temps tau demarrant lorsque temps = 0
Parametres:

temps = variable temporelle

TO = periode

tau = constante de temps

Exemple d’utilisation:

0
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% xt = amplitude * sie(temps+decal, TO, tau);

tm = mod(temps,T0); % rampe comprise entre 0 et TO
x = exp(-tm/tau);

Suite de sinusoides amorties (sinam.m)
function [y] = sinam(temps, TO, tau, Tp);
% sinam(temps, TO, tau, Tp)
% Calcul d’une suite de sinusoides amorties de periode Tp,
% d’amortissement tau se repetant avec la periodicite TO
% Utilisation:
% yt = amplitude * sinam(temps+decal, TO, tau, Tp);

tm = mod(temps,TO); % rampe comprise entre 0 et TO
y = exp(-tm/tau) .*sin(2*pi*tm/Tp);
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9. Signaux et systémes numériques

9.1. Numérisation des signaux analogiques

Lorsqu’on analyse et/ou traite signaux par programmation (Matlab ou autres), ces
signaux sont par définition numériques. Au sens strict, on ne peut donc plus parler
de signaux analogiques. Cependant, on se permet de le faire si I'incrément temporel
utilisé pour les décrire est beaucoup plus petit que le temps caractéristique minimum
du signal.

Dans tout ce qui suit, il est donc extrémement important de bien distinguer au
niveau des variables entre les signaux analogiques numérisés xt (équivalent de x(t))
et les signaux échantillonnés xn (équivalent de x[n]) qui sont tous deux numériques.

Dans le premier cas, on choisira un nombre élevé de points de maniere a avoir un
incrément temporel dt tres petit alors que dans le deuxieme cas, I'incrément tempo-
rel Te sera fixé par la fréquence d’échantillonnage qui doit respecter le théoreme de
Shannon ; généralement, le nombre de points sera beaucoup moins élevé que dans
le premier cas. Une illustration en est donnée dans la figure 9.1.

9.2. Echantillonnage des signaux analogiques

9.2.1. Signal sinusoidal

Construisez un signal z(t) de période Ty = 1 ms de durée t,,,, = 20 ms avec un incré-
ment temporel de 20 us. Tracez ce signal (plot(tt,xt)) dans une fenétre subplot
(5,1,1). Echantillonnez ce signal avec les fréquences d’échantillonnage f. valant
4kHz, 2kHz, 1.1kHz, 0.9kHz et tracez (plot(tn,xn)) les signaux z[n| dans les fe-
nétres (5,1,k). Observez et concluez.

9.2.2. Signal audio

Dans cette section, vous allez créer un son pur échantillonné a 8 kHz durant 1
seconde. A 'aide de la carte-son, vous écouterez plusieurs sons dont les 9 fréquences
sont comprises entre 800 Hz et 7200 Hz. Pour ce faire, créez une boucle for k1 =
1:9 dans laquelle vous
— générez les signaux sinusoidaux de fréquence £0 = k1*800 et d’amplitude 1;
— tracez les graphes correspondants avec

subplot(3,3,k1); plot(tn(1:80),xn(1:80)); ylabel(num2str(£f0));
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9. Signaux et systémes numériques

2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 3 -20 -10 0 10 20 30
x 10

=
—
—
—

—

o
o

I
-

| R T N N R N B
\/ \/ \/ \/ \/ )
-2 -2
-1 0 1 2

-2 3 -20 -10 0 10 20 30
temps [s] %107 temps [t/Te]

% signal analogique numérisé % signal échantillonné

tmin = -2e-3; tmin = -2e-3;

tmax = +10e-3; tmax = +10e-3;

Npts = 1000; fe = 8000;

dt = (tmax - tmin)/Npts; Te = 1/fe;

tt = tmin:dt:tmax-dt; tn = tmin:Te:tmax-Te;

A =2; TO = 1e-3; A =2; TO = 1e-3;

xt = Axsin(2*pi*tt/T0); xn = Axsin(2*pi*tn/TO);

subplot(2,2,1); subplot(2,2,3);
plot(tt,xt); plot(tn/Te,xn,’.’);

subplot(2,2,2); subplot(2,2,4);
plot(tt,xt,’.”); plot(tn/Te,xn,tn/Te,xn,’.”);
xlabel (’temps [s]’); xlabel(’temps [t/Tel’);

FI1GURE 9.1.: Exemple de signal numérisé ou échantillonné
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9.3. Réponse temporelle des systémes numériques

— écoutez le signal avec soundsc(xn,fe); pause(2);

Connaissant la fréquence d’échantillonnage et la durée du signal,

— calculez les fréquences £k du spectre numérique ;

— répétez les opérations ci-dessus en tracant les spectres Xjk dans une nouvelle
figure :
Xjk = fft(xn)/Npts; subplot(3,3,kl); plot(fk,abs(Xjk));

— écoutez, observez et concluez.

9.2.3. Signal modulé en fréquence

Dans cette section vous générerez un signal dont la fréquence varie linéairement au

cours du temps (signal chirp). Apres avoir tracé le signal et son évolution spectrale,

vous pourrez ’écouter et conclure ce point consacré a 1’échantillonnage des signaux.
1. Sachant qu'un signal chirp est décrit par

z(t) = sin(4(t)) = sin (2” (f v §t2)>

calculez sa fréquence instantanée

1 1 do(t)
1) = 5wl =50 =
Considérant que 'on choisit
0 <t <t = 1][sec] fe = 8[kHz]
f1 =100 [Hz] B = 8000 [Hz/sec]

calculez les fréquences fyin, fmaz- A quel instant ¢, la fréquence vaudra-t-elle
4 kHz?

2. Tracez a la main I’évolution de la fréquence f(t); imaginez 'allure du signal
x(t). Que se passera-t-il d’anormal & ’écoute de ce signal 7

3. Calculez le signal z[n|; tracez-le avec la fonction large_plot.m (voir en an-
nexe).

4. Dans une nouvelle figure, tracez son spectrogramme specgram(xn,Nfft,fe),
avec le code des couleurs colorbar et Nfft valant 128 ou 256. Qu’est-ce qui
change avec 128 et 256 7

5. Ecoutez le signal et concluez.

9.3. Réponse temporelle des systemes numériques

0.3.1. Produit de convolution

On a vu que la réponse temporelle d'un systeme linéaire causal peut se calculer avec
le produit de convolution suivant

min(n,N—1)

yinl= Y hlKlzln—k, n=01,23,-
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9. Signaux et systémes numériques

La fonction conv existe bien entendu dans Matlab. Cependant, afin de bien com-
prendre l'algorithme de convolution, vous créerez votre propre fonction [yn] =
myconv (hn,xn). Pour cela :

1. Calculez & la main la convolution entre xn = [1,2,3,4] et hn = [5,6];
quelle est la longueur du résultat yn?

2. Qu’est ce qui change si on augmente la longueur de xn avec des 0 (par exemple,
= [1,2,3,4,0,01)?

3. Ecrivez un fichier myconv.m dont la premiere ligne sera
function [yn] = myconv(hn,xn);

4. Définissez les longueurs des signaux dont vous aurez besoin. Ecrivez la double
boucle for vous permettant de calculer yn(n).

5. Testez votre fonction avec les signaux définis au point 1.

9.3.2. Réponses impulsionnelles et temporelles

On désire découvrir le comportement de systémes décrits par les réponses impul-
sionnelles suivantes :

hin = [1 11 1 1];

h2n = [6 4 3 2 1];

h3n = [1 2345 4321];
h4n = [1 2345—5—4—3—2—1];
hén = 0.7"n; % n = 0...10;

hén = [3. 27 -0.7°n]; % n = 0...10;

Pour ce faire :

1. Tracez ces réponses impulsionnelles avec subplot(3,2,k); plot(hkn,’.’);
observez et commentez.

2. Dans une nouvelle figure, calculez et tracez leur réponse yn = conv(xn,hnk)
a un signal carré xn = [0,ones(1,20),zeros(1,20)].

3. Observez et analysez ces réponses; a quels types de filtres a-t-on affaire ?
4. Quelles sont les longueurs de xn et yn? Justifiez leur valeur.

5. Que faut-il faire pour que le gain des filtres passe-bas soit égal & 17

9.3.3. Equations aux différences

Un filtre ou systeme numérique d’ordre 2 est décrit de maniere générale par une
équation aux différences telle que

y[n] + ary[n — 1] + asy[n — 2] = boz[n] + byx[n — 1] + byx[n — 2]
ou par sa fonction de transfert

Y(z)  bo+biz7! +byz?
X(2)  1+az7t+ayz2

H(z) =

288



9.4. Réponse fréquentielle des systémes numériques

1. Ecrivez une fonction [yn] = filtre_ed2(b,a,xn) vous permettant de calcu-
ler la réponse temporelle d'un filtre décrit par les vecteurs a et b de longueur
2.

2. Considérant un filtre décrit par a = [1,-1.4,+0.45] et b = [1,2,1], calcu-
lez ses poles et ses zéros.

3. Quel sera le comportement transitoire du systeme ? Que faut-il faire pour que
le gain du filtre soit égal a 17

4. Calculez et tracez sa réponse a xn = [0, ones(1,50)].
5. Observez et commentez ; de quel type de filtre s’agit-il ?

6. Répétez les points 2 a 5 lorsque

a)

[1,-1.4,+0.7] et b [1,2,1];
[1,-1.4,+0.9] et b = [1,-2,1];
[1,-1.4,+0.45] et b = [1,-2,1];
[1,-1.4,+0.7] et b = [1,-2,1];
[1,-0.7,0] et b = [1,0,0];

o

o,

PP PP
I

)
c)
)
)

@

7. Comparez vos résultats avec ceux fournis par la fonction filter(b,a,x) de
Matlab.

9.4. Réponse fréquentielle des systemes numériques

Connaissant la fonction de transfert d’un systéme numérique

Y(z)  bo+ bzt +byz?
X(2)  1+azt+ayz2

H(z) =

on peut facilement calculer sa réponse fréquentielle en remplacant 'opérateur de
retard 2! par sa transformée de Fourier exp(—;€2) ot  est la pulsation normalisée

QEQWfTe:%Ti — 1< Q< 47

fe

On obtient alors

Y(jQ) . bo + ble_jQ + bge_j29
X(jQ) 1+ a1e 7+ age—i20

H(jQ) =

1. Ecrivez une fonction [H] = myfreqz(b,a,W) permettant de calculer la ré-
ponse fréquentielle d’un systéme numérique d’ordre 2.

2. Calculez et tracez les modules et phases des réponses fréquentielles des filtres
numériques étudiés plus haut.

3. Comparez vos résultats a ceux fournis par la fonction freqz(b,a,W) de Mat-
lab.
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9. Signaux et systémes numériques
9.5. Annexe

Voici le code du fichier large plot.m qui permet de tracer des enregistrements de
longue durée.

function [] = large_plot(x,y);
% [1 = large_plot(x,y); % plot a graph on 10 sub-graphs

Npts = length(x);

Ndiv 10; Npdiv = round(Npts/Ndiv);

min_y = min(y); max_y = max(y);

for kk = 1:Ndiv
deb = 1+Npdiv*(kk-1); fin = deb+Npdiv-1;
subplot (Ndiv,1,kk); plot(x(deb:fin),y(deb:fin));
axis([x(deb) ,x(fin) ,min_y,max_y]);

end;
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10. Syntheése et réalisation d’un filtre
numérique

10.1. Introduction

Une cellule biquadratique est décrite par la fonction de transfert générale

Y(Z) - b[) + 61271 + b2272

H(z) = =
(Z) X(Z) 1+ a127 + axz2

Celle-ci permet, suivant les valeurs des coefficients b, et a,,, de réaliser les filtres de
base passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande. Par transformation inverse
de cette fonction de transfert, on obtient I’équation aux différences

y[n] = box[n] + biz[n — 1] + baz[n — 2] — ayy[n — 1] — asy[n — 2]

On voit ainsi que tous ces filtres peuvent étre réalisés a I'aide d’une seule fonction
a laquelle on transmet les coefficients correspondants au filtre souhaité

function [yn] = equ_diff_num2(bm, am, xn);

On demande :
1. Calculez les gains Ag. et Ay, de la cellule biquadratique sachant que fy =
f./2.
2. Quelles sont les conditions pour réaliser
a) un filtre passe-bas tel que Ag. =1et Ay, =07
b) un filtre passe-haut tel que Az =0 et Ap, =17
c¢) un filtre passe-bande tel que Aze =0et Ay, =07

10.2. Synthese

La synthese d’un filtre numérique consiste en la recherche d’une fonction de transfert
H(z) satisfaisant & un cahier des charges donné.

Dans le cadre de ce TP, on souhaite réaliser un filtre passe-bande d’ordre 2 de
fréquence centrale f, = 100 Hz alors que la fréquence d’échantillonnage vaut f. =
2kHz. Afin d’assurer la stabilité et la sélectivité du filtre, on placera ses poles sur
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10. Syntheése et réalisation d’un filtre numérique

un cercle de rayon r = 0.98. Puis on ajustera son gain Ay de maniére & ce que
|H (5 fo)l = 1.

Sachant que z et f sont reliés entre eux par

jonf T,
z=cTe = ¢ ‘

montrez que les correspondances suivantes sont vraies

fU O fo | f/2
41 -1

Etant donné le cahier des charges

1.
2.

Que doivent valoir H(f =0) et H(f = f./2)?

Dessinez la position des poles et zéros de ce filtre dans le plan complexe.
Tirez-en les valeurs de z; 5 et p; o sachant que la fonction de transfert du filtre
d’ordre 2 s’écrit

(z—2z1) (2 — 29)

Hiz) =4 (z=p1) (2 —p2)

3. Calculez le gain Ay de maniere a ce que |H(jfo)| = 1.

. Ecrivez la fonction de transfert sous la forme d’un rapport de deux trinémes.

10.3. Analyse

Analyse fréquentielle

1.
2.

Calculez puis tracez la réponse fréquentielle du filtre entre 0 et fo/2.

Que valent les fréquences de coupure inférieure f; et supérieure f, 7 Sa bande
passante ?

Quelles seront les amplitudes et les phases du signal de sortie aux fréquences
50Hz, 100Hz et 150Hz 7

Analyse temporelle
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. Recherchez les instants caractéristiques de ce filtre.

. Connaissant la période d’échantillonnage 7T, calculez la durée de son régime

transitoire.

. Ecrivez la fonction de transfert avec I'opérateur de retard z—!. Tirez-en I'équa-

tion aux différences du filtre.

Calculez sa réponse indicielle puis tracez-la avec plot(nn*Te, yn, ’.-’).
Mesurez la durée du régime transitoire et sa période d’oscillation.



10.4. Réalisation

10.4. Réalisation

La “réalisation” d’un filtre avec Matlab consiste & simuler le comportement de
celui-ci en admettant que le signal d’entrée z[n| provient d’un convertisseur AN.
Connaissant cette suite de valeurs x[n], on peut la “faire passer par le processeur
numérique” sachant que celui-ci est représenté par ’équation aux différences.

Pour ce faire, on demande :

1. Calculez la suite z[n] sachant que le signal d’entrée z(t) est une sinusoide
sin (27 f t) de fréquence f = 50 Hz durant 150 msec.

2. Connaissant 1’équation aux différences, calculez la réponse y[n| du filtre.
3. Tracez cette réponse avec plot (nn*Te, yn, ’.-’).

4. Observez la partie transitoire de cette réponse; mesurez sa période et son
amplitude en régime permanent.

5. Commentez vos observations en prenant en compte les résultats de ’analyse.

Répétez les points ci-dessus pour les fréquences f = 100 Hz et f = 150 Hz.
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11. Analyse et réalisation d’un
phonocardiogramme

11.1. Introduction

On s’intéresse ici a la mesure automatique des pulsations cardiaques & 'aide de
moyens simples : un stéthoscope muni d’une capsule microphonique et la carte-audio
d'un PC permettant d’enregistrer le son caractéristique des battements cardiaques.

On sait que l'oreille humaine n’entend pas les sons inférieurs & 20Hz. Or, nous
sommes capables d’écouter le coeur battre a une période d’environ une seconde, ou
a une fréquence d’environ un Hz. Cela est possible car le signal est rendu audible
par un “souffle” (un bruit) basse-fréquence situé aux environs de 100 Hz dont ’am-
plitude varie en fonction des pulsations cardiaques. D’un point de vue technique, on
a affaire a une modulation d’amplitude.

Comme le rythme cardiaque est périodique, on peut espérer, grace a 1’autocor-
rélation, éliminer le bruit environnant et faire apparaitre clairement la période du
rythme cardiaque. Cependant, a cause des perturbations liées & la mesure, les choses
ne sont pas aussi simples et, tres vite, on se rend compte qu’il vaut mieux travailler
avec ’enveloppe du signal car c’est elle qui contient I'information utile et pas le
signal lui-méme. Ainsi, avant de se lancer sur un chemin peu balisé, il vaut mieux
commencer par s’interroger sur le but a atteindre et éliminer ce qui est inutile en se
posant les questions suivantes :

— dans quels domaines temporel et spectral se situe I'information recherchée ?

— doit-on considérer les fortes amplitudes ?

— dans quelle zone temporelle se situent les pulsations cardiaques ordinaires 7

11.2. Mise en oeuvre

En écoutant les pulsations cardiaques a 'aide d’un stéthoscope, on remarque que
I'information (le rythme cardiaque) se situe aux environs du Hz et qu’on I'entend
grace a un bruit BF situé vers la centaine de Hz. Il est donc inutile de conserver des
fréquences supérieures & 500Hz; de méme, en éliminant les fréquences inférieures a
60Hz, on supprime les perturbations causées par le réseau électrique.

L’observation du signal temporel montre que celui-ci est marqué par de forts pics
d’amplitudes qui ne semblent pas reliés directement au rythme cardiaque. Si I'on
admet que la distribution du bruit est gaussienne, on sait que la probabilité d’avoir
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11. Analyse et réalisation d’'un phonocardiogramme

des amplitudes supérieures a 3 o est quasiment nulle et que de telles amplitudes ne
sont pas significatives.

On peut ainsi envisager rechercher la fréquence cardiaque en suivant la démarche
suilvante :

1.

acquisition d'un signal z((¢) a 'aide de la carte son d'un PC (f. = 8 kHz) et
sauvegarde dans un fichier *.wav;

. création d’'un fichier Matlab avec lequel on tracera et traitera le signal acquis

zo(t);

. élimination des fréquences inintéressantes par filtrage passe-bande du signal

entre 60 et 500 Hz = x (1) ;

. limitation des amplitudes du signal & 3 - o ol o est l'écart-type ou valeur

efficace du signal filtré = x;,,(¢) ;

. recherche de I'enveloppe du signal ; celle-ci s’obtient de maniere similaire a la

démodulation d’amplitude par le redressement du signal et son filtrage passe-
bas = Teny (1) ;

6. autocorrélation de I'enveloppe = 7,,(7);

recherche du maximum de r,,(7) situé dans le domaine des pulsations car-
diaques ordinaires ; pour des pulsations comprises entre 50 et 200 puls/min, le
premier pic se trouvera entre 1.2 et 0.3 secondes.

La figure 11.1 illustre les résultats obtenus en parcourant ces différentes étapes; on
obtient ainsi le rythme cardiaque avec un taux de réussite raisonnable.

11.3. Travail a effectuer

. Avant le TP, enregistrez votre propre pouls a la fréquence d’échantillonnage

fe = 8kHz pendant environ dix secondes a I’aide d'un stéthoscope muni d'une
capsule microphonique.

. Puis, éditez un fichier Matlab en vous inspirant de celui présenté ci-dessous.

. Avancez progressivement dans votre programme en vous arrétant a chaque

étape de maniere a pouvoir observer et analyser le résultat de chaque action.

. Modifiez des parametres pour voir et comprendre leur effet.

5. N’hésitez pas a ouvrir d’autres voies que celle proposée ; soyez imaginatif et

créatif.

Sur internet, recherchez le fonctionnement de la détection d’enveloppe. Puis
commentez sa mise en application dans le programme ci-dessous.

11.4. Fichier Matlab
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11.4. Fichier Matlab

fy-0618b.wav, T =8kHz limitationa 3 ¢

1
“:O 0 e
* v
R . . . . J . . ) . . .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
f , =606t500Hz enveloppe du signal
05F
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2 9 Tz
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FIGURE 11.1.: Analyse d’un signal phonocardiographique

format compact;

pA

%% lecture du signal

fichier = ’mon_stetho.wav’;

[xt0,fs,bits] = wavread(fichier);

pA

%% initialisation

T_anl = 5; % durée d’analyse

xt0 = xt0(1:round(T_anl*fs));

xt0 = xt0 - mean(xt0);

dt = 1/fs; duree = length(xt0)*dt;

tt = 0:dt:duree-dt;

pA

%% observation du signal et de son spectre

figure;

subplot(2,2,1);
plot(tt, xt0);

subplot(2,2,5);
spectrogram(xt0,hamming(256) ,220,512,fs, ’yaxis’);

return
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h
%% filtrage passe-bande
fc [60, 500]; % fréquences de coupure du filtre
Wn = fc/(fs/2); % pulsation normalisée
[b,a] = butter(6, Wn); % filtre de Butterworth d’ordre 6
xt = filter(b,a,xt0);
subplot(2,2,3);
plot(tt, xt);

return
b
%% limitation de 1’amplitude & 3*sigma
Xac = sqrt(var(xt));
A_1lim = 3x*Xac;
xtl = xt;
kf = find(abs(xtl) > A_lim );
xt1(kf) = A_lim*sign(xt(kf));
subplot(2,2,2);
plot(tt, xtl);

h

%/ enveloppe

xte = xtl."2; Y redressement quadratique

xte = A_lim*xte/max(abs(xte));

tau = 10e-3; pl = exp(-1/fs/tau); % FPB d’ordre 1
xte = filter([1-p1,0], [1, -p1l, xte);

xte = filter([1-p1,0], [1, -p1l, xte);
subplot(2,2,4);
plot(tt, xte);
return
yA
%/ correlation de 1’enveloppe
long_corr = T_anl*fs; % n secondes
[rxx, kx] = xcorr(xte-mean(xte), long_corr);
rxx = (rxx/max(rxx));
kO = max(find(kx<=0));
rxx = rxx(kO:end); % on ne garde que rxx(tau>=0)
t_rx = (0:length(rxx)-1)/fs;
subplot(2,2,6);
plot(t_rx, rxx);
return
yA

%% recherche de la valeur du RC
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12. Formulaire Signaux et systemes

12.1. Systemes analogiques

Produit de convolution pour des systemes causaux

y(t) = /Ot h(0) 2(t — 0) dO — /Ot 2(0) h(t — 0) df

Transformation de Laplace
1 1
t) < - exp(—at) <
e(t) ; xp(—at) P
S _ w
COS(Wt) e m sm(wt) < 32—|——u}2

m(t—)O): SX<S)|5—>oo ZL‘(t—)OO): SX(S)|5—>O

Formes canoniques de Bode et de Laplace

S 1 s S
14+ — 14 ——+—
w1 Q(]wn Wn

[\

1

s+ w s+ 2Cwys + w? ¢
1 2Qo

Stabilité et instants caractéristiques
stabilité = Re(px) <0

1 2m ttrcms Im (pk:>
) Lirans = 57—; Nosc = =~
t 1, ' Re (p)

T= 1= =T
T [Im(pr)]

[Re (pi)|

Réponse indicielle d’un systeme d’ordre 2
1 w?
Y(s) = X(s)G(s) = — L
(s) (s)G(s) 5 ST E 2Cans T a2

1
D(s)=0 = pio=—Cwp,+jwu,V/1-C=—-—-+jw, si(<l1
T
1

tsp ~ 37 et Copr = \/§
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12. Formulaire Signaux et systémes

Systémes contre-réactionnés

Grr(s) = Gu(s) =

12.2. Signaux analogiques

Valeurs efficaces des signaux carrés, sinusoidaux et triangulaires d’amplitude A

A A
Xcar,eff =A= = Xsin,eff = T = Xtri,eff = %a avec Xdc =0

S
NIES

Signaux périodiques développés en séries de Fourier

+oo to+T
1 0
x(t) = Z X (jk)exp (+727k fot) avec X(jk)= T /t x(t) exp (—j27k fot) dt
k=—o00 0
0 Ay =  X(§0)
o(t) = Ag+ > Apcos 2mkfot + op) avec § Ay = 2[X(jk)|
k=1 ar = ZLX(jk)

SIR centrée d’amplitude A, de période T et de largeur At

o Atsin (kT foAt) At
X(jk)=A T hm AL A 7 sinc (k foAt)

SIT centrée d’amplitude A, de période T et de largeur 2A¢

o AL (sin(km foADN? AL L,
X(]k)—AT ( b oA ) —ATsmc (k foAt)

SIE d’amplitude A, de période T et de constante de temps 7

7 1—exp (=(F +j2nkfoT)) w 1

i
g T
T 1+ 27k for) Tit2krfor 07

X(jk) = A
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12.3. Echantillonnage des signaux

Quelques propriétés des séries de Fourier

1 to+T —+00
puissance : P T / 22(t)dt = Z |X(ﬂf)|2 = Puc + Puc
to —c0

1 oo
P = X2, :A3+§ > A} = X5+ X2,
k=1
décalage: y(t)=z(t+ts) < Y (jk)=exp(+j2nkfots) X (jk)
modulation :  x(t) = exp (£j2nf,t) - m(t) << X(jk)=M (G (kfoF fp))

rotation Oy :  y(t) =z(—t) < Y(jk) = X"(jk)

Signaux non périodiques (transformation de Fourier)

“+oo —+00

2= [ X(Gfep(inft)df & X(f) = / #(t) exp(—j2mf 1) dt

—0o0 —00

convolution : r(t)@h(t) & HGf)-XGSf), ht)-z@t) & HGS) @ X(GS)

+oo +o0
énergie : W :/_ 23 (t) dt :/_ X df [VZsec| ou [V?/Hz]

oo

+0o0 +oo
valeurs A Porigine :  #(t=0)= | X(jf)df,  X(f=0)= / () dt

—00

Impulsion rectangulaire d’amplitude A et de largeur At

2(t) = Arect (é) o X(f) = AAt Smg—it&) — AAtsine (FAD)
Filtre passe-bas idéal : H(jf) =1 si —Af < f<+Af
H(jf) = rect <ﬁ> & h(t) =2Af % = 2Afsinc (2Af )
12.3. Echantillonnage des signaux
Signaux échantillonnés
ze(t) = x(t) - or.(t) & X(Jf)=X({f)®D(f)= % iij X (i(f —=mfe))
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12. Formulaire Signaux et systémes
, Je
recouvrement spectral :  fo,, = |m fo — f| < 5 m > 1
théoréeme de Shannon : fe > 2 fnaz, pratiquement : f. ~ (3---5) fia

filtre anti-recouvrement (le plus souvent de type Butterworth d’ordre m = 8) :

1

H(f) = ——
1+<%)

Bruit de quantification d’un convertisseur n bits

A Uma:p Q Xe
Q= ;ﬁN: i1 Qe = —F—= SNR= 2

V12’ " Qufs

non linéarité = perte du bit LSB (de moindre poids)

SN Rpaz [AB] = 6 npis — 6 (v compris la perte du bit LSB)

12.4. Signaux et systémes numériques

Transformation en z (systémes causaux)
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12.4. Signaux et systémes numériques

| z[n] n>0 | X(2) | z(t) t>0 | X(s) |
§[n] 1 5(t) 1
e[n] o €(t) %
" 12 ! &

a” . exp(—at) p
cos(n Qo) ﬁ%&%’;ﬂ cos(wot) szng
sin(n Qo) % sin(wot) Sﬁﬁowo

0" cos(n ) | e | exp(—at) cos(ent) | i
a” sin(n ) | 7o, Sci:s%oozz+a2 exp(—at) sin(wot) (s+a0;8+w§

Equations aux différences (systémes causaux RIl d’ordre N)

yln] +aryln — 1)+ agyln — 2| +--- =bgx[n] + byxn — 1] + byx[n — 2] + - -
H(2) Y(2) bog+brztbyz 24 bg2N +by 2N by N2

2) = = =
X(z) l14+az'+agz2+--- Ntarz2N"T4agzN-2+--.

Schéma fonctionnel (ordre 2)
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12. Formulaire Signaux et systémes

(partie non récursive)

x[n] | e | xin2)
- zZ - zZ
bo b1 bo
Y Y Y

y[n]
> -

- a2 - a1

A

2‘1 <7} Z'1
y[n-2] y[n-1]

(partie récursive)

Stabilité et instants caractéristiques (ordre 2)

polesde H(z) = D(z)=z2"+a;z+ay=0
d’ott p1a=a= jb= Rexp(£jQ)

b
avec R =+Va?+b?, = atan <—>
a

stabilité = || =R <1

1 5
K, — Kypo~5K, = —
In(R)] : In(R)]
2 Ktr 5) Q
K,=— Nosc =V = =
rTg K, 27 [In(R)]

Fonctions de transfert et réponses fréquentielles (ordre 2)

b b —7Q b —j32Q b +52Q b +5Q b
H(jQ) = H(2)|,_prs0 = U L i B MR

l4a e 2+ aye3220  e+i22 4 g 12 + gy
bo + b1 + by
=0 O0=0<« z=+4+1 = H(f=0)= ———
/ (/ ) I+a+as
Je T : _fe —bo + j b1 + bo
== & Q== & z= = H =)=
/ 4 2 F=1 4 —14+ja1+ a9
Je f bo—bl+bz
— & O0=1 & z2=-1 = H — | =
f 2 m : 2 1—CL1+CL2
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12.5. Analyse spectrale numérique

érique

V4

12.5. Analyse spectrale num

N

Ackv_ uzl |v dxa [u]x owr_ = 19

N
]

L-N

L-N

adl
1zl ) dxo[y(1ox ¢ N = [ulx
N
ANVYH
"N
- Z
ddl !
0
MM9x [u]x

anbluswnu aulewoq

N °IN L
N =— =—=JV
1 3 L
L-N X 1Y
- | . 110
oo w1l
W
L-N u |-u
- | L 1 10
J«L
=]
— = —="]1 =W
l 1
N
—~— o p—
[ulx \v ()x

o)

UOoNESI}aJoSIp 18 8oBL8IU|

0 -

e (3 uzl-)dxe Ex%u (1Nx

o+

4

0 -

p (1 rgl+)dxe ccx% = (1)x

0o +

—A

DX ¥

—A

anbibojeue aulewo(

FIGURE 12.1.: Analyse spectrale numérique
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