9 Description des signaux et
systémes numeériques

9.1 Signaux numeériques

Les signaux numériques sont mathématiquement représentés par des séquences de
nombres notées z[n] pour —oo < n < +o00. Dans le cas ou la séquence provient de
I’échantillonnage périodique d’un signal continu z(t), on aura :

z[n] = x(nT,)

Les signaux discrets sont souvent représentés graphiquement (figure 9.1). Bien que
I’abscisse soit dessinée de maniére continue, il est important de noter que la séquence
x[n| n’est définie que pour n entier. Pour n non entier, z[n] est simplement non
définie.
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F1G. 9.1: Graphe d’un signal numérique

9.1.1 Quelques signaux fondamentaux

Parmi l'infinité de séquences que ’on peut imaginer, il y en a quelques unes qui sont
fondamentales pour I'analyse des signaux et des systémes. Ce sont :

1. L’impulsion unité définie par :

d[n] = (9.1)
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Un aspect important de cette séquence est qu’elle peut servir a définir n’im-
porte quelle autre séquence. En effet, toute séquence (telle que celle de la fi-
gure 9.1) peut étre considérée comme une somme d’impulsions décalées §[n— k]
et d’amplitude x[k]. La suite z[n| peut donc étre décrite par I'expression sui-

vante : N
zln] = Y alk] - 6n — k] (9.2)
k=—o00
2. Le saut unité défini par :
1 si n>0
eln] = (9.3)
0 si n<O
De maniére équivalente, on a :
+oo
eln] = dln— k| (9.4)
k=0

Inversement, I'impulsion unité peut étre décrite par la différence de deux sauts
unités :

d[n] =eln] —eln — 1] (9.5)
3. L’exponentielle numérique décrite par :
z[n] = R" ¢[n] (9.6)

Dans le cas ot 0 < R < 1, on obtient une exponentielle décroissante alors que
pour |R| > 1, Pamplitude de la séquence ne cesse d’augmenter avec n.

4. La sinusoide décrite par :
zn] = cos (nQy + ¢) (9.7)

avec Qg = 27 foT,.

5. La suite complere généralement décrite par une exponentielle numérique dont
I’argument est complexe :

z[n] = (a +jb)" e[n]

En remplacant 'argument a + jb par sa représentation polaire

a+jb=va?+b2 2 au:rctauné = R exp(j)
a

on obtient
z[n] = R™ exp(jn Qo) e[n] (9.8)

Grace a la relation d’Euler, on voit que cette séquence est une oscillation a
valeurs complexes dont I’amplitude varie exponentiellement avec le temps n.
[’enveloppe sera croissante si R > 1 et décroissante si R < 1.
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F1G. 9.2: Quelques signaux fondamentaux

6. Le phaseur de pulsation € :
z[n] = exp (jn Q) (9.9)

Les séquences exponentielle, sinusoidale et complexe décrites ci-dessus sont particu-
lierement importantes dans ’analyse des systémes linéaires.

On notera que pour les signaux discrets, la pulsation normalisée ()3 se mesure en
radians par échantillon et non pas en radians par seconde comme pour la pulsation
wp des signaux continus.

9.1.2 Périodicité des signaux numériques

Du point de vue de la périodicité, il existe une différence importante entre signaux
continus et discrets. Dans le cas de ces derniers, la périodicité existe si :

zn| = z[n + N]

ou N est un entier représentant la période de la séquence. Ce qui, pour une sinusoide
discreéte, s’écrit :

x[n] = A cos (nQy + ¢) = A cos (nQy + NQo + )

Comme la sinusoide est périodique 27 , on doit avoir
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Or ceci n’est possible que si (/7 est rationnel.

Considérons comme exemple le cas ot 25 = 1. On a alors N = 27k ; ce qui n’est
pas possible car N et k sont des entiers et que 7 est irrationnel. Par contre, si
Qo = 37/11, on a alors :

22
NQy=N3r/11=k2r = N:?k
et la plus petite valeur de N satisfaisant cette équation est 22 lorsque k£ vaut 3.
Ces deux valeurs signifient qu’il faut 22 échantillons pour retrouver la valeur de
départ (une période numérique) et que cette période numérique contient 3 périodes
du signal analogique échantillonné.

On voit donc que les séquences sinusoidales n’ont pas nécessairement la méme période
que leur correspondant analogique et, suivant la valeur de €y, elles peuvent méme
ne pas étre périodiques du tout.
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F1G. 9.3: Périodes numérique et analogique

On doit encore rappeler le fait que [’interprétation des hautes et basses fréquences
est différente pour les signaux discrets ou continus. En effet, pour une sinusoide
analogique, l'oscillation sera d’autant plus rapide que la pulsation w, est élevée.
Dans le cas du signal discret z[n] = A cos (nf)y + ¢), loscillation sera d’autant plus
rapide que )y se rapproche de 7 et elle deviendra plus lente si €}y varie de 7 a 2.
Cette deuxiéme partie correspond au phénoméne de repliement spectral. En fait, a
cause de la périodicité des spectres des signaux discrets, ce qui se passe autour de
2 = 27 est indistinguable de ce qui se passe autour de €2 = 0.
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9.2 Systémes numeériques

Un systéme numeérique est une fonction ou un algorithme prédéfini qui opére sur
un signal numérique (appelé I'entrée ou I'excitation) et qui produit un autre signal
numérique nommeé la sortie ou la réponse du systéme.

Un tel systéme est défini mathématiquement comme un opérateur ou une transfor-
mation qui modifie une séquence d’entrée z[n| en une séquence de sortie y[n]. On
peut représenter cette transformation par un opérateur 7" tel que y[n] = T{z[n]} et
en donner 'équation ou son schéma fonctionnel (section 9.2.2).

9.2.1 Exemples de systéme numeériques

Quelques systémes simples

Considérons des systémes simples décrits par les équations du tableau 9.1.

a yln] = z[n]
b yln] = z[n —1]
c y[n] = z[n + 1]

f yln] = afn] — 2fn — 1]

TAB. 9.1: Equations décrivant des systémes numériques

A chacun de ces systémes, on applique a l'instant n = 0 le signal :
ZE’[?’L] = {TO> 1a 27 3a 47 5a 07 Oa 07 Oa t }

Les réponses de chacun des systémes sont alors les suivantes :

1. L’équation (a) représente le systéme identité qui restitue simplement le signal
qu’on lui applique :

y[n] :{"'0707T07172737475707070707"'}
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2. L’équation (b) représente un décalage arriére d’un pas :
y[n]={--0,0,10,0,1,2,3,4,5,0,0,0,---}

3. Dans le cas (c), le signal est avancé d'un pas :
yln]={--0,0,41,2,3,4,5,0,0,0,0,0,---}

4. La sortie du systéme (d) fournit a chaque instant la valeur maximum du signal
considéré aux instants présent (n), précédent (n — 1) et suivant (n+ 1) :

y[n] :{”'O>OaT1>2a374a575a570a070"'}

5. Le systéme (e) représente un accumulateur qui fait la somme des valeurs qui
apparaissent au cours du temps :

y[n] = {---0,0,,0,1,3,6,10,15,15,15,15,15 - - -}

6. Le systéme (f) effectue la différence entre la valeur actuelle et la précédente ;
ce qui, numériquement, correspond a la dérivation analogique :

y[n] = {"'0707T071717171717_57070"'}

6 6 6
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F1G. 9.4: Réponses des systémes considérés
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Moyenneur glissant
Un moyenneur glissant d’ordre 5 est défini par ’équation :

y[n] = % (x[n = 2]+ z[n — 1] + z[n] + z[n + 1] + x[n + 2]) (9.11)
Ce systéme fournit a chaque instant n la valeur moyenne des 5 échantillons z[n]
entourant et correspondant a la position n. Un tel opérateur est fréquemment utilisé
pour atténuer des fluctuations et mettre ainsi en évidence une tendance a moyen
terme. Une illustration en est donnée par la figure 9.5 représentant ’enregistrement
d’une température.
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F1G. 9.5: Lissage de ’évolution d’une température

On notera que ce moyenneur centré sur l'instant n est un systéme non causal;
¢’est-a-dire que pour pouvoir l'utiliser, il est nécessaire d’avoir préalablement a sa
disposition les valeurs a traiter. Si I'on désirait effectuer ce traitement en temps réel
(systéme causal), on ne pourrait calculer la moyenne glissante que sur les 5 points
les plus récents :

(xz[n] + z[n — 1] + x[n — 2] + z[n — 3] + z[n — 4]) (9.12)

o] =

yln] =

9.2.2 Schéma fonctionnel d'un systéme numérique

Un systéme numérique peut étre décrit, comme on l'a vu, par la donnée d’une
équation liant le signal de sortie au signal d’entrée. On peut également, et c’est
fréquemment le cas, représenter ces systémes a l'aide de diagrammes fonctionnels.
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Ceux-ci illustrent alors graphiquement les opérations effectuées sur le signal d’entrée
ainsi que les connexions les reliant. Les plus fréquentes sont ’addition de 2 valeurs
(@), la multiplication de 2 signaux entre eux (®), la multiplication d’un signal par
un coefficient (—), le décalage avant (2) et le décalage arriére (z71).

Deux illustrations de schémas fonctionnels sont présentées dans la figure 9.6. Le
premier des deux schémas correspond a I’équation non linéaire suivante :

y[n] = 0.5 (z1[n] + x1[n — 1]) - 22[n] + 0.9 y[n — 1]

dans laquelle on trouve un moyenneur causal d’ordre 2 (premier cadre) et un filtre
passe-bas d’ordre 1 (deuxiéme cadre).

Le deuxiéme schéma fonctionnel illustre une équation aux différences linéaire d’ordre 2
y[n| = boz[n| + biz[n — 1] 4+ bex[n — 2] — ayy[n — 1] — asy[n — 2]

représentant un filtre récursif d’ordre 2.

J

x[n] o, e[ xn2]
=~z g BV A
bo b1 b2
4 ¥ ¥
) y[n]
A A
- a2 - a1
z1 = z1 |-
y[n-2] y[n-1]

F1G. 9.6: Deux exemples de schémas fonctionnels

9.2.3 Propriétés des systémes

Suivant leurs propriétés, on peut classer les systémes de la fagon suivante :
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1. Systeme statique
Un systéme statique ou sans mémoire est un systéme dont la sortie y[n] ne
dépend que du signal d’entrée a I'instant n. Par exemple :

y[n] = ax[n] + nxn)?

DO

. Systéme dynamique
Inversement, un systéme tenant compte de ce qui s’est passé ou se passera est
dit dynamique ou avec mémoire :

y[n] = = (z[n — 1] + z[n] + z[n + 1])

Wl

w

. Systéme linéaire
Un systéme linéaire satisfait au principe de superposition :

yln] = T{axi[n]+ bxsn]}
= aT{xi[n]} + 0T {z2[n]}
= y1[n] + ya[n]

=~

. Systeme temporellement invariant
Un systéme invariant dans le temps est un systéme pour lequel un décalage
temporel sur le signal d’entrée conduit a un signal de sortie simplement décalé
de la méme valeur :

si Tz} =yln]
alors T{z[n+d]} =yln+d

De maniére équivalente, un systéme est dit temporellement invariant lorsqu’on
peut croiser les opérations de décalage et de transformation sans modifier le
signal de sortie. On a alors :

?JD,T[”] =Yr,D [n]

On notera que tous les systémes décrits par une équation aux différences a
coefficients constants sont temporellement invariants.

5. Systeme causal
Un systéme est causal si la séquence de sortie ne dépend que des valeurs
actuelles ou passées de la séquence d’entrée.

6. Systéme stable
Un systéme est stable si, quelle que soit la séquence d’amplitude finie appliquée
a 'entrée, sa sortie ne devient pas infiniment grande.

On notera que les propriétés mentionnées ci-dessus sont des propriétés liées aux
systémes et sont indépendantes des séquences appliquées a ceux-ci.
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Remarque Il est important de ne pas oublier que la grande liberté offerte lors
de la réalisation des systémes numeériques peut parfois conduire a des piéges. Ainsi
en est-il de la succession des opérations effectuées sur un signal. En effet, on a pris
I’habitude avec les systémes analogiques d’effectuer des opérations dans 1’ordre qui
nous convient sachant que le résultat est théoriquement indépendant de 'ordre des
opérations de filtrage. Cela était possible parce que les systémes analogiques réels
sont pratiquement tous linéaires et temporellement invariants par nature.

Or, avec les systémes numériques, les opérations que 1’'on peut souhaiter faire ne
sont limitées que par notre imagination et certaines d’entre elles conduisent a des
résultats qui dépendent de la succession des opérations effectuées. Il est donc trés
important de vérifier si les opérations avec lesquelles on agit sur un signal sont
temporellement invariantes ou non.

Quelques exemples

L'accumulateur Un accumulateur défini par la relation :

yln] = > z[k] (9.13)

k=—00

correspond a l'opération analogique d’intégration. C’est un systéme linéaire. On
notera que si on lui applique une impulsion unité §[n|, sa sortie sera un saut unité
e[n]. Si on lui applique un saut unité, sa sortie ne cessera d’augmenter linéairement
avec n et tendra vers l'infini. [.’accumulateur n’est donc pas un systéme stable.

Différences avant et arriére La différence entre 2 valeurs successives est 1’équi-
valent de la dérivation analogique. On peut effectuer la différence avant définie par
la relation :

yln] = z[n + 1] — z[n] (9.14)

Elle n’est évidemment pas causale; ce qui est par contre le cas pour la différence
arriére :
y[n] = x[n] — z[n — 1] (9.15)

Opérateur quadratique Afin d’illustrer ce qu’est un systéme invariant temporel-
lement, considérons 'opérateur quadratique :

y[n] = 2*[n] (9.16)
Si 'on effectue d’abord I’élévation au carré puis le décalage temporel, on obtient :
z[n] — 2°[n] — 2*[n — d] = yr.p[n)
Dans le cas ou 'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :
z[n] — z[n — d] — 2*[n — d) = yp.r[n]

Comme les deux résultats sont identiques, le systéme est temporellement invariant.

10
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Sous-échantillonnage Cette opération trés fréquente en traitement numeérique des
signaux n’est pas invariante temporellement. Pour le voir, considérons une situation
ou l'on ne prend qu’un échantillon sur deux :

y[n] = z[2n] (9.17)

Si l'on effectue d’abord la contraction puis le décalage temporel, on obtient :
zn] — z[2n] — z[2n — d] = yr p[n|
Dans le cas ot I'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :
z[n] — x[n — d] — x[2(n — d)] = ypr(n]

Comme le résultat dépend de I'ordre des opérations, le systéme n’est pas temporel-
lement invariant.

Le tableau 9.2 rassemble les propriétés de quelques opérations fréquemment effec-
tuées en traitement numeérique des signaux et mentionne si les opérations sont li-
néaires (L), invariantes temporellement (I), causales (C), stables (S) et si elles
nécessitent une mémoire (M). Quelques opérations sont laissées a I'analyse du lec-
teur.

‘ ‘ Opérations Equations LT |]C|S|M
a Différence avant zin + 1] — z[n] OlO|N|]O|O
b Différence arriére z[n] — x[n — 1] OlO0O]O0]0]|O0O
c Accumulation S x[k] O|lO|O|N|O
d Amplification azn] O|lO|O]O|N
e Moyenneur centré (xn+1]+zn]+2n-1))/3]O0O|O|N|O|O
f | Contraction temporelle x[n?]

g Sous-échantillonnage x[2n]
h | Rotation autour de Oy x[—n)]
j | Multiplication temporelle nxn|
k | Opération quadratique 22[n]
1 | Amplification et décalage azxln]|+b, b#0

TAB. 9.2: Propriétés de quelques transformations

9.2.4 Interconnexions des systémes

Comme pour les systémes analogiques, les systémes numériques peuvent étre inter-
connectés pour former des systémes plus complexes. Pour ce faire, on a deux possi-
bilités : les connecter en cascade ou en paralléle (figure 9.7). Lors d’une connexion
en cascade, on a les relations suivantes :

Hy{z[n]}

Hy {yr[n]}

yiln] =
= y[n] = Hy {H, {z[n]}}
yln] =

11
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Lors d’une connexion en paralléle, on a les relations suivantes :
y[n] = wiln] +3e[n] = yln] = Hi{z[n]} + Hz {z[n]}

Et c¢’est seulement dans le cas ou les systémes sont linéaires et temporellement in-
variants que 'on pourra écrire comme on a I’habitude de le faire avec les systémes
continus :

yln] = (H - Hy) {z[n]} = (Hy - Hy) {z[n]}
yln] = (Hy + Hy) {z[n]} = Hy {z[n]} + Hz {z[n]}

y1[n]

x[n] yaln]_ y2[n] x[n] y[n]

yo[n]

F1G. 9.7: Interconnexions de 2 systémes en cascade ou en paralléle

9.2.5 Conclusions

Comme nous venons de le voir, les systémes linéaires et temporellement invariants
(systémes LTT) constituent une classe importante des systémes et c’est seulement
sur les systéemes L'TT que I'on peut appliquer les notions de réponse impulsionnelle,
de produit de convolution et de fonction de transfert.

9.3 Réponse impulsionnelle et produit de
convolution

Parmi I’ensemble des réponses temporelles d'un systéme, il en est une qui permet
de calculer toutes les autres : c’est la réponse impulsionnelle que 1'on obtient en
appliquant & un systéme LTI une impulsion unité d[n]. Cette réponse particuliére
est désignée par h[n] :

hin] = T {0[n]} (9.18)

On a vu au début de ce chapitre qu’un signal quelconque z[n] peut étre considéré
comme une suite d’impulsions d’amplitude variable :

—+00

zln) = > alk]d[n — k] (9.19)

k=—00

12



9.3 Réponse impulsionnelle et produit de convolution

Puisque les systémes que nous examinerons dés a présent sont linéaires et temporel-
lement invariants, la réponse de ceux-ci au signal z[n] sera constituée d’une somme
de réponses dues a chaque impulsion z[k] §[n — k] :

yrln] = T {x[k] 6[n — K]} = x[k] hin — K] (9.20)
Ce qui, en tenant compte de ’ensemble des impulsions, conduit a :
—+00 —+00
yln) = T{zn]} = Y weln] = > wk]hln — k] (9.21)
k=—o00 k=—o00

Cette relation importante porte le nom de produit de convolution numérique. Les
opérations que nous venons d’effectuer peuvent étre décrites et résumées dans la
suite de relations suivantes

dln] —  hln]
dn—Fk] — h[n—Ek|
zlk] éln — k] — xz[k]hln — k]
> alkloln—kl — Y alk]hn -k
z[n] — yln]

qui sont illustrées par la figure 9.8.

Un simple changement de variable permet de montrer que le produit de convolution
est commutatif :

yln) = > xklhln— k] = Y hlk]z[n — K] (9.22)

Ce résultat s’écrit symboliquement sous la forme :
y[n] = x[n] ® hln] = hin] © x[n] (9.23)

L’intérét du produit de convolution réside dans le fait qu’un systéme LTI est tota-
lement caractérisé par sa réponse impulsionnelle h[n] et que le calcul de la réponse
a un signal quelconque peut alors se faire en restant dans le domaine temporel.
On notera que le produit de convolution est le résultat direct de la linéarité et de
I'invariance temporelle ; il ne peut donc s’appliquer qu’aux systémes LTT.

9.3.1 Systémes causaux

Systémes a réponse impulsionnelle infinie

Dans le cas ou le systéme considéré est causal, sa réponse impulsionnelle h[n| ne
peut pas précéder I'instant de I'application du signal x[n] au systéme; elle est donc
nulle si n < 0. Considérant que I'on applique le signal z[n| a I'instant n = 0, on a
donc :

yln] = Y alklhln—k = hklzln—k 0<n<-4oo  (9.24)

13
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Fi1G. 9.8: Illustration du produit de convolution
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Systémes a réponse impulsionnelle finie

De plus, dans le cas trés fréquent de systémes causaux a réponse impulsionnelle
de durée finie (systémes RIF), la réponse impulsionnelle est nulle pour n < 0 et
pour n > N. Alors, considérant que z[n < 0] = 0, la réponse impulsionnelle est de
longueur N et la réponse du systéme a un signal quelconque z[n| se calcule avec :

y[n| = hlk] z[n — k] 0<n<+4o0 (9.25)

Le schéma fonctionnel correspondant a cette équation est représenté a la figure 9.9
(on notera 'usage de l'opérateur 2~ qui effectue un décalage arriére).

x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-3] X[n-N+1]
z1 z1 z1 -- zT
h[0] h[1] h[2] h[3] h[N-1]
N-1 y[n]
" hik] x[n-k] —
K=0

F1G. 9.9: Représentation du produit de convolution

Il est important de bien comprendre les opérations sousjacentes a 1’équation de
convolution

On voit que l'on doit tout d’abord "retourner” le signal d’entrée z[k] (ici, un saut
unité) autour de 'ordonnée afin d’obtenir z[—k] (figure 9.10). Puis, a chaque instant
n on devra :

1. décaler z[—k] en n pour obtenir x[n — k] ;
2. effectuer sa multiplication avec hlk] pour obtenir hlk] - z[n — k] ;

3. sommer la suite de valeurs ainsi obtenues.https ://www.cia.gov/library /publications/the-
world-factbook /geos /ni.html

La figure 9.10 illustre la situation pour n = 10 et I’on voit que la somme des valeurs
successives vaut :

10
> hlklxn =k =1+09+09"+ - +0.9" = 6.86 = y[10]

k=0
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

Convolution entre x[k] et h[k] pour n=10

lk

x[n-k], n=10
05F
0 T T T 1
-5 0 5 10 15 20 25 30
1k

hik]
1]
0 {{‘ W{{[ITTTTITTYTY?VV!Y
-5 0 5 10 15 20 25 30
lk

hik] DX[n-K]
05

{ { { [ [ y[10] = £ h[k] CX[n—k] = 6.86
O T T T T ]
-5 0 5 10 15 20 25 30
instants k

10

y[n] = Z h[k] Bx[n-K]
| 1]
0 1 I [ X { I I I ]
-5 0 5 10 15 20 25 30

F1G. 9.10: Nlustration du calcul d’'un produit de convolution

9.3.2 Reéalisation d’un produit convolution

Considérant la figure 9.9, on voit que pour calculer un produit de convolution il faut
avoir a sa disposition les suites de valeurs hlk] et z[n — k]. Cela nécessite donc deux
espaces-mémoire de longueur N. Dans le premier (généralement une EPROM), on
stockera les valeurs de la réponse impulsionnelle h[k] avec 0 < k < N — 1 caractéri-
sant le systéme que l'on souhaite réaliser. Dans le deuxiéme, qui sera constamment
mis a jour (généralement une RAM), on gardera les N derniéres valeurs du signal
d’entrée z[n] (figure 9.11).

Comme exemple illustratif, imaginons que I'on souhaite réaliser un équivalent nu-
mérique d’un filtre passe-bas analogique dont la réponse impulsionnelle A(t) et la
sortie y(t) sont décrites par :
h(t)=—e Y7 pour t>0
T
t
y(t) = / h(0) x(t — 0) db
0

dont I'équivalent numérique s’écrit :
yln] =Y T hikzln — K]
k=0

On notera que dans cette expression, la période d’échantillonnage 7. multiplie la
réponse impulsionnelle h[k] dont les unités sont 'inverse du temps. De maniére a

16



9.3 Réponse impulsionnelle et produit de convolution

- N-1
T, y[n] = kZOX[n-k] hk]
x(t X[n
®) FAR A [n]

N
¥

A’ 1 0 0 h[0] 2’

3 1 h[1] =

= 1 h[2]
1 h[3]
1
”
1
1

> 0
0
0
0
0
0
0
v x 0 N-1 N-1 h{N-1) \
RAM EPROM
1 xn[K]| |hn[k] !
L___‘_“___I
T N-1 n t
SR 3" xn[k] hn[k] vl Joe PO,
k=0

\ Kl

F1G. 9.11: Schéma technologique d'une convolution numérique
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

normaliser la réponse impulsionnelle numérique par rapport a 7, on la définit comme
suit :

hin] = T, h(t = nT,) (9.26)

Ce qui dans notre cas particulier devient :

o l —nTe/T _ *e ( —T/T\"
hin] —-727_6 = (e )

En posant :
R=¢Te/7

la réponse impulsionnelle du filtre numérique passe-bas d’ordre 1 s’écrit donc :
T. .
hln] = — R"™ pour n >0 (9.27)
T
En limitant la longueur de la réponse impulsionnelle aux N premiéres valeurs et

admettant que le contenu de la RAM a été initialisé & zéro, la réponse a un signal
quelconque se calcule alors comme suit :

Une traduction algorithmique du produit de convolution pourrait étre la suivante :

{initialisation des variables}

tau = 1e-3

Te = 1le-4

R = exp(-Te/tau)
N = 100

{initialisation des tableaux}
for k =0 :N-1

xn(k) = 0

hn(k) = (Te/tau)*R"k
end
{calcul et envoi du signal de sortie yn}
repeat

x0 = AnalogInput
{initialisation et calcul de la somme}
yn = x0xhn(0)
for k = 1 :N-1
do yn = yn + xn(k) * hn(k)
end
AnalogQutput (yn)
{mise d& jour du tableau xn(k)}

18



9.3 Réponse impulsionnelle et produit de convolution

for k = N-1 :-1 :1
do xn(k) = xn(k-1)
end
xn(0) = x0
until stop

9.3.3 Une application : lI'interpolation numérique

Une application intéressante du produit de convolution consiste en ’agrandissement
(zoom) d’une suite de valeurs par interpolation numérique. Parmi le grand nombre
d’interpolations possibles, on en présente trois : les interpolations constante, linéaire
et parabolique. La premiére maintient la valeur considérée, la deuxiéme relie deux
points successifs par un segment de droite et enfin la derniére relie ces deux points
par des arcs de parabole. Un interpolateur d’ordre N remplace chaque valeur d’une
suite x[n] (sauf la derniére) par N nouvelles valeurs.

Du point de vue de la convolution, une fonction d’interpolation est un opérateur que
I'on décrit par sa réponse impulsionnelle h[n]. Son application a une suite z[n] de va-
leurs numériques remplace chacune de celles-ci par, respectivement, une constante,
deux segments de droite ou trois arcs de parabole (figure 9.12). Ces fonctions d’in-
terpolation de longueur 2 N doivent valoir 1 au centre et (0 aux extrémités. Elles
sont décrites respectivement par les expressions suivantes :

1 s In| < N/2
fioln] = { 0 si N/2<|n|<N (9.28)

N —
hiln] = % pour |n| < N (9.29)

%(n+N)2 si —N<n<-—N/2

holn] = 1—3%n? si —N/2<n<+N/2 (9.30)

Z(n—N)> si +N/2<n<+N

La figure 9.13 illustre l'effet des interpolateurs d’ordre N = 15 appliqués a trois
impulsions d’amplitude 1, 4 et 2. On y voit trés bien que chaque impulsion est
remplacée par une fonction d’interpolation et que la somme de celles-ci conduit au
résultat global représenté par les points interpolés. 11 est important de noter que pour
utiliser la convolution en tant qu’interpolateur, il faut au préalable insérer entre les
valeurs & interpoler un nombre de zéros égal & N — 1. Ainsi, avant d’effectuer le
produit de convolution pour obtenir la suite interpolée

y[n] = hin| @ zo[n] (9.31)
on doit remplacer la suite z[n] = {0, 1, 4, 2} par une nouvelle suite valant

oln] = {0,0,0,0,---,1,0,0,0,---, 4,0,0,0,-- -, 2} (9.32)
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

1+ * o‘ - ‘. - o .- ‘. * o ‘o . —
0.5 B
o—® A4 A ¢ id | id ? A4 A ®

-N 0 +N

T T
1k L] ‘ L] 7
L] L]
L] . * L]
L] L]
L] L]
0.5 o ® LI i
L] L]
L] L]
L] L]
L] L]
L] L]

o : 2

T Nd T Nd T I T N Nd T T

-N 0 +N
1k s e ® e g ]

L] L]
L] L]
L] .
L] L]
05| . . .
L] L]
L] L]
L] L]

0 PN A

T T T T T 1 T T T T T

-N 0 +N

F1G. 9.12: Réponses impulsionnelles de trois interpolateurs

Puis, afin d’éliminer les effets de bords, on enlévera du résultat de cette convolution
les N valeurs extrémes obtenues de part et d’autre de la suite originale x[n].

La figure 9.14 montre les résultats des trois interpolations appliquées a une suite de
valeurs oscillantes amorties. On notera que le choix d’une fonction d’interpolation
n’est pas anodin car il peut conduire a une représentation erronée du signal analo-
gique enregistré. La figure 9.15 illustre le résultat de ces trois mémes interpolations
appliquées a une image agrandie d’un facteur huit.

9.4 Systémes décrits par des équations récursives

Dans la section précédente, nous avons analysé les systémes linéaires et temporelle-
ment invariants (LTT). Ces systémes étaient représentés par leur réponse impulsion-
nelle h[n| et lobtention de la réponse y[n| a un signal d’entrée quelconque faisait
appel au produit de convolution. Dans le calcul de celui-ci n’intervient que le signal
d’entrée x[n| et h[n] (équation non récursive). Cette maniére de faire nécessite, pour
chaque instant n, le calcul complet de y[n] sans utiliser des résultats précédemment
calculés :

Dans les quelques exemples qui suivent, on montre qu’il est généralement assez facile
de trouver une équation utilisant des résultats obtenus préalablement. Le systéme
est alors décrit, de maniére équivalente, par une équation récursive.
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9.4 Systémes décrits par des équations récursives

0 20 40 60 80 100 120

0 20 40 60 80 100 120

0 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120

F1G. 9.14: Trois interpolations d'une méme suite de valeurs
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

F1G. 9.15: Agrandissement d’une image par interpolation constante, linéaire ou pa-

rabolique
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9.4 Systémes décrits par des équations récursives

9.4.1 Quelques exemples

Accumulateur Un accumulateur causal est représenté par I’équation :

yln) = k] (9.33)

k=0

On voit immeédiatement que ce résultat peut étre récrit sous la forme :

yln] = Y alk]

= Y z[k] + z[n]
donc :
y[n] = y[n — 1] + z[n] (9.34)

Cette derniére équation n’est autre que la forme récursive de ’accumulateur.

Filtre passe-bas On a vu plus haut que la réponse d’un filtre passe-bas d’ordre 1
pouvait étre décrite par :

R* x[n — k] (9.35)

=
L
T

yln] = Z%ka[n—k‘]:— R* x[n — k]

T
z[n] —|—R7 {Rz[n — 1]+ R'z[n — 2]+ R*z[n — 3)] + - -}
Ce qui donne finalement la forme récursive suivante :
T
yln| = — z[n] + Ry[n — 1] (9.36)

On voit ainsi que le calcul de la réponse y[n], qui dans 'approche non récursive
demande pour chaque instant n le calcul de N multiplications et additions, peut
étre remplacé par une équation récursive ne demandant qu’une multiplication et
une addition.
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

X[n] yin]_ xinl [ T,

(7 T e

yw=

R

7zl |- 7zl |-

Accumulateur Filtre passe-bas (R < 1)

1/(n+1)
Moyenneur cumulatif
X[n] > yln]
7zl |-
n

F1G. 9.16: Schémas fonctionnels : (a) d’un accumulateur, (b) d’'un filtre passe-bas,
(¢) d’'un moyenneur cumulatif

Moyenne cumulée Considérons le calcul d’'une moyenne que I’on souhaite évaluer
a Papparition de chaque nouvel échantillon :

i) = —— >l (9.37)

En multipliant les 2 membres de I’équation par n + 1, on obtient :

n -1

(n+1)yln) => z[k] =zn] + > _ a[k]

k=0 k=0

3

Ce qui peut également s’écrire sous la forme :

yin] = — (x[nw _a:[k])

S|

n+1

pour donner finalement

1
Cn+1

y[n] (z[n] +nyln —1]) (9-38)

Les schémas fonctionnels correspondant a chacun de ces 3 systémes sont illustrés
par la figure 9.16.

Conclusion Ces quelques exemples ont montré que bien des opérations linéaires
peuvent étre ramenées a des équations récursives et qu’alors le nombre d’opérations
a effectuer est fortement réduit.

24



9.5 Exercices

9.5 Exercices

SNB 1 Esquissez les signaux suivants

x1[n] = —€[n — 2] x4[n] = 0.9 €[n|
xo[n] = +€[n + 1] + d[n| x5n] = sin(mn/6)
x3[n] = 2¢e[n + 2] — €3 — n| zg[n] = sin(mn/8) €[n]

SNB 2 Esquissez le signal z[n] — {..., 0,0, -1,0, 1, 2, 3, 0, 0, 0,...} puis faites de
méme avec les signaux suivants

nln] = zln —2] yaln] = z[n] - o[n]
yaln] = z[3 — n] ysln] = x[n +1] - d[n]
ysln] = xln +1] - ¢[n] yeln] = x[3 —n] - o[n — 2|

SNB 3 Trouvez les expressions mathématiques décrivant les signaux de la figure
SNB 3.

x,[n] X,[n]
2 [ONONONONONO) 3
15 2
1
it e
0 o606 ©
0 -2
-5 0 5 10 -5 0 5 10
xin] x,In]
1 ®1,0.9,0.81, 0.73, 0.656, ... 1 ©1,0.9,0.81, 0.73, 0.656, .....
0.8 0.8
06 06
0.4 0.4
T _____ WT _____
0 0
02 0 5 10 027 0 5 10

Fi1G. 9.17: Ex. SNB 3

SNB 4 Considérant les fonctions oscillantes ci-dessous, donnez pour chacune d’entre-
elles la pulsation normalisée €y, la période numérique N et le nombre de périodes
analogiques par période numérique.
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9 DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

x1[n] = cos(n m/20) xy[n] =exp(jnr/4—m/2)
xa[n| = cos(n 3m/8) z5[n] = 3 sin(bn + 7/6)
x3[n] = cos(n 137 /8 — 7/3) xg[n] = cos(n 3w /10) — sin(n7/10) + 3 cos(n w/5)

SNC 1 On considére un systéme temporellement invariant auquel on applique suc-
cessivement les signaux d’entrée z1[n|, xo[n] (figure SNC 1). A ces signaux distincts
correspondent les suites yq[n], y2[n].

1. Quelle est la réponse impulsionnelle du systéme ?
2. Déterminez si le systéme est linéaire ou non.

3. Donnez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.

x,[n] y,[n]
2 © 4t (0]
1.5 3t
1 ol
0.5 1}
0 © S 0
-5 0 5 10 -5 0 5 10
x,In] y,ln]
2 © 4+t QO
1.5 3t
1 2l
0.5 1 T
0 ‘ : © ‘ © ‘ ofe ‘ ‘ ‘
-5 0 5 10 -5 0 5 10

Fia. 9.18: Ex. SNC 1

SNC 2 On considére un systéme LTI causal décrit par sa réponse impulsionnelle
h[n]:{47372717070707"'} HZO

et les signaux d’entrée suivants

x1[n] = d[n — 1] x3[n] = €[n] — e[n — 5]
xa[n] = 4+20[n] — é[n — 1] z4n] = €[n + 5]

Esquissez ces signaux xx[n] et les réponses respectives yy[n] aprés les avoir calculées
avec le produit de convolution.
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9.5 Exercices

SNC 3 Etant donné la réponse impulsionnelle causale
hin >0]=4{0,1,1,1,1,—-2,-2,0,0,-- -}
d’un systéme LTI, dessinez cette réponse puis calculez et esquissez sa réponse a

x[n| = €[n]. De quel filtre s’agit-il?

SNC 4 Utilisez le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle d'un
systéme causal et LTI décrit par sa réponse impulsionnelle h[n] = 0.8" ¢[n].

SNC 5 On considére un systéme décrit par I’équation aux différences suivantes

gl = 2aln — 1]+ Syln— 1] = Syl —2)

Dessinez son schéma fonctionnel et calculez sa réponse impulsionnelle sachant que
les CI sont nulles.

SNC 6 Trouvez la réponse impulsionnelle h[n] d’un systéme causal LTI qui a
répondu avec le signal y[n| au signal appliqué x[n| (figure SNC 6).

X[n] yin]
3 o) 2y
2.5 1t
2 T
0
15
_1 L
1
0.5 =27
0 © © -3t
-5 0 5 10 -5 0 5 10

Fia. 9.19: Ex. SNC 6

Remarque : Ce calcul, qui porte le nom d’opération de déconvolution, se fait de
maniére récursive directement a partir de la définition du produit de convolution.

SNC 7 On souhaite appliquer une interpolation en cosinus d’ordre 4 a la séquence
numérique z[n] = {1, 6, 3}. Pour ce faire,
1. calculez littéralement la réponse impulsionnelle h[n] en cosinus telle que h[0] =
L et h[£N] =0;
2. calculez les valeurs numériques de h[n];
3. créez la suite xo[n| et calculez la suite interpolée y[n].
Rép. :
n

hin] = 1 <1 + cos <7TN

5 )) avec — N <n<+N
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28

hln] | 0 J01465] 05 [0.8535] 1 [0.8535] 0.5 [0.1465] O
zo[n] | 1 0 0 0 6 0 0 0 3
hafn] [ 1 [0.8535] 0.5 |0.1465] 0
heln] || 0 [08787] 3 |51213] 6 |51213| 3 |0.8787] 0
hs[n] 0 ]04394] 15 |2.5606| 3

L yln] | 1 [1.7322] 35 [52678] 6 [55607] 45 [3.4393] 3 |




