10 Réponses des systémes
numériques

Nous avonsvu dans le chapitre précédent qu'un systéme numérique peut étre décrit
par une équation aux différences. De maniére générale, ¢’est celle-ci qui est implantée
dans un processeur afin de réaliser en temps réel la fonction souhaitée. Afin que les
calculs se fassent dans un temps trés court, on utilise de préférence un processeur
spécialisé pour le traitement de signaux (Digital Signal Processor = DSP) qui, en
un cycle d’horloge (fgoer =~ 101ns) va chercher deux variables, effectue leur produit
et ajoute le résultat dans un registre.

Cependant, avant d’implanter dans un DSP un systéme ou un filtre numérique sous
la forme d’'un algorithme, il est nécessaire d’analyser et comprendre le comportement
de celui-ci. Pour ce faire, on doit pouvoir au préalable :
décrire le systéme considéré par sa réponse impulsionnelle ou par une équation
aux différences ;
— représenter ce systéme avec une fonction de transfert ;
— prévoir la stabilité du systéme numeérique ;
calculer les réponses temporelle et fréquentielle du systéme.

10.1 Réponse temporelle des systémes linéaires

10.1.1 Résolution d’une équation récursive

A titre introductif, considérons 'équation linéaire suivante :

y[n] —0.9y[n — 1] + 0.2y[n — 2] = z[n] = 0.8"
dont on recherchera la solution pour n > 0 en tenant compte des deux conditions
initiales : y[—1] = 0, y[0] = 0.

La démarche a suivre pour résoudre cette équation aux différences est la méme
que celle utilisée pour résoudre les équations différentielles a coefficients constants.
C’est-a-dire qu’il faut :

1. rechercher la solution générale y,[n] de I'équation homogéne ;

2. rechercher une solution particuliére y,[n] de I'équation non-homogéne ;
3. en déduire la solution générale y[n] = yu[n] + y,[n];
4

. calculer les coefficients indéterminés en tenant compte des conditions initiales.
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10.1.2 Solution de I'équation homogéne

On sait que la solution générale d’une équation différentielle & coefficients constants
est une somme d’exponentielles de la forme €. Il en va de méme pour une équation
aux différences a coefficients constants; mais dans ce cas, ’exponentielle numérique
sera de la forme A". On recherchera donc une solution générale de I’équation homo-
géne en posant :

ypln] = C' A"
ol A est une constante, complexe ou non, et C' une constante réelle.

En portant cette solution dans I’équation homogéne, on obtient :
CA*—09C A" +02C =0

En mettant en évidence le terme commun C' \*~2, on obtient une équation quadra-
tique en A qui est I’équation caractéristique de ’équation aux différences :

M —09X+02=0

dont les racines sont :

La solution générale de I’équation homogéne s’écrit alors :

yh[n] = Cl )\? + 02 )\g
= 104"+ C50.5"

10.1.3 Solution particuliére

La solution particuliére de I’équation aux différences est du méme type que la fonc-
tion du second membre de I’équation ; dans notre cas, on posera :

yp[n] = C5 Ny avec A3 =0.8
En portant cette solution dans I’équation aux différences, il vient :
C3 A5 (1—0.9X"+0.2X357%) = A}

Aprés simplification par A", on en tire le coefficient Cj :

1 16

T 1-09-08'+4+02-082 3

Cs

La solution particuliére vaut donc :

16 .,
Yp[n] = 3 0.8
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10.1.4 Solution générale

La solution générale
yln] = ynln] + ypln]

de I'équation aux différences compléte s’écrit donc :

16

Les coefficients C7 et C5 se calculent en tenant compte des conditions initiales.
Celles-ci nous permettent d’écrire deux équations algébriques :

y[-1] = 0
-1 160
= G047+ G205 4+ 08

20
= 25C1+20C + —

3
y[0] = 0
0 0 16 0
= C104°+ 05" + - 038
16

= Cl—i—Cg‘l'?

dont les solutions sont : 04 40
Ci=+— Cy = ——
1=t 2 3

La solution générale de I'équation aux différences pour n > 0 est donc :

1
yln] = 5 (+24-04" —40-0.5" + 16 0.8")

10.1.5 Généralisation
On peut généraliser ce que nous venons de voir en considérant I’équation d’ordre N :
yln]+ayyn—1]+---+anyn—N] = by x[n|+by z[n—1]+- - -+by x[n—M] (10.1)

dont on cherchera la solution en tenant compte des /N conditions initiales.

Solution de I'équation homogéne

La solution d’une équation aux différences linéaire et a coefficients constants est du

type :
ypln] = C A" (10.2)

En portant cette solution dans ’équation aux différences, on obtient une équation
caractéristique dont les racines déterminent la forme de la solution générale. Celle-ci
dépend des trois cas suivants.
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Racines réelles et distinctes

Chaque terme A} avec ¢ = 1,2,---, M est une solution de 'équation aux différences
homogéne. La solution générale est une combinaison linéaire de tous ces termes :

yn[n] = CLAT + Co AT + -+ Oy N, (10.3)

Les coefficients C; sont des constantes fixées par les conditions initiales.

Racines complexes conjuguées

Soit A1 2 = a £ jb, deux racines complexes de I’équation caractéristique. Alors, la
solution yp,[n] est une combinaison linéaire de chaque racine élevée a la puissance n :

ynln] = Cy (a + jb)" + Cy (a — jb)"

On peut également écrire les racines sous forme polaire :

a+ jb = Re*“
avec : ;
R =+va?+ b2 ) = atan (5)
On a donc

(a£jb)" = (Re™)" = R™ (cos(nf2) £ j sin(n))

Comme les coefficients de I'équation aux différences sont réels, la solution 'est éga-
lement. Cela signifie que les termes imaginaires se simplifieront et que I'on obtiendra
finalement :

ynln] = A1 R" cos(nQ2) + Ay R" sin(nf2)
= /A7 + A3 R" cos (nQ + atan (;ﬁz))

Le résultat général est alors le suivant :

ynln] = AR" cos (nQ) + «) (10.4)

Les conditions initiales permettront de calculer les valeurs de A; et Ay ou celles de
A et a.

Racines multiples

Si la racine est de multiplicité m telle que Ay = Ay = --- = \,,,, on pose :

yh[n] = (Cl+02n_|_...—|—cmnm_1) >\? (105)

Ici également, les coefficients C; a (), seront fixés par les conditions initiales.



10.2 Stabilité des systémes numériques

Solution particuliére

La solution particuliére y,[n] a la méme forme que le second membre de I’équation
aux différences z[n]. Comme exemple, on peut rappeller les cas particuliers suivants :

zn|=A = yyn|=C
zn] =AN" = y,[n]=CN\"
z[n] = A cos(nQ+a) = yy[n| = C cos(nfl + )

10.2 Stabilité des systéemes numeériques

Nous venons de voir que la dynamique de la réponse d’un systéme dépend directe-
ment des racines de son équation caractéristique. Comme la réponse du systéme est
décrite par des exponentielles A", il suffit que le module de la racine A soit inférieur
a l'unité pour que cette réponse tende vers zéro au fur et & mesure que n augmente.

Comme on le verra plus loin, les racines de 1’équation caractéristique ne sont autres
que les poles de la fonction de transfert représentant le systéme. On parlera donc
indifferemment de poles du systéme ou de racines de I'équation caractéristique.

Conclusion Un systéme numérique est stable si toutes les racines de son équation
caractéristique sont a l'intérieur du cercle de rayon unité (figure 10.1), alors qu’'un
systéme analogique n’est stable que si ses poles sont a partie réelle négative.

10.3 Instants caractéristiques

On connait 'importance des paramétres dynamiques d’un systéme pour évaluer son
comportement temporel. Dans le cas des systémes analogiques, on sait que, si les
poles p; o sont complexes conjugués a partie réelle négative, la solution homogéne
yn(t) est une fonction sinusoidale amortie telle que :

t t
yn(t) = C exp (—;) Cos (27r T + a)

avec 7 et T représentant la constante de temps et la période d’oscillation de 1’évolu-
tion temporelle du signal. On montre aisément que ces deux temps caractéristiques
valent respectivement :

2T B 2T
w  [Im{pi2}|

w1

T =

Dans le cas des systémes numériques, il est également intéressant d’évaluer des
instants caractéristiques K. et K, correspondant a la constante de temps 7 et a la
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F1G. 10.1: Poles et réponses impulsionnelles d’un systéme numeérique



10.4 Transformation en z

période d’oscillation T'. Il est important de noter ici que K, et K, sont des valeurs
sans unité, multiples de la période d’échantillonnage 7T, du signal considéré.

Ces instants caractéristiques sont définis de la méme maniére que les parameétres
continus 7 et T :
1. L’instant K. est celui pour lequel 'amplitude R" a diminué ou augmenté d’une
valeur égale a e. On a donc R¥c = ¢*!. En prenant le logarithme naturel de
cette égalité, on obtient :

1 1
K.==+

T TI(R) In(R) (10:6)

2. La période K, d’une oscillation est telle que K, 2 = 27. On en tire donc :

K= (10.7)

Comme la durée du régime transitoire est égale & environ cinq fois la constante de
temps, on a :

)
K, ~5K,= (10.8)
|In(R)]
et le nombre d’oscillations visibles pendant cette durée vaudra :
Ktr 5 Q Q

Noye = (10.9)

K, 27 [(R)| ~ Jn(R)

10.4 Transformation en z

La transformation en z fait pour les systémes numériques ce que la transformation de
Laplace fait pour les systémes continus. En particulier, elle permet la représentation
des systémes numériques linéaires a 1’aide d’une fonction de transfert H(z) dont les
poles sont les racines de I’équation caractéristique.

10.4.1 Définition

La transformation en z s’applique a une suite de nombres z[n] au travers de la
définition suivante :

X(2) = Z{a[n]} =Y _a[n] =™ (10.10)

On peut montrer que cette définition découle de la transformation de Laplace d’un
signal analogique x(t) :
“+oo
X(s) = / () e dt
t=0
En effet, considérant que x[n] est la représentation échantillonnée de z(t), on peut
remplacer 'intégrale par une somme. Il vient alors :

+00 +oo
X(s) ~ Za:(n T.) e *"T, =T, Zx(n T,) (e™)™"
n=0 n=0
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En définissant la variable z par

z=etle (10.11)
et en attribuant a la période d’échantillonnage T, la valeur unitaire, on obtient :

—+00

n=0
Ce résultat sert de définition & la transformation en z.

On notera que la définition de la variable z correspond a celle de 'opérateur de
décalage avant égal a une période d’échantillonnage T, et que 'opérateur de décalage
arriére ou de retard est naturellement

=T (10.12)

10.4.2 Calcul de quelques transformées

Impulsion unité Elle est définie par :
1 si n=0

d[n] =
0 si n#0

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :

0
D(z)=Z{0[n]} =) 12" =1 (10.13)
n=0
Saut unité 1l est défini par :
1 si n>0
e[n] =
0 si n<0

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :

+oo

E(z)=Z{e[n]} =) ="

n=0

Cette somme est celle d'une suite géométrique (271)" qui est finie si [271| < 1. Dans
ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :

1
== © oo [ < (10.14)
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Exponentielle Celle-ci est définie par

Alors :
Y(z) = Z{a"¢n|} = Zoz” 27" = Z (az7h)"

Cette équation représente la somme d’une suite géométrique de raison (az7') qui
est finie si |« 27! < 1. Dans ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :

1
Y(2)= o= : si a7t <1 (10.15)
1—az" Z—«
[aln] n>0] X(z | «@) t>0 | X(s) |
5[n] 1 5(t) 1
€[n] = e(t) :
n (Z_Zl)Z t siz
a” g exp(—at) =
22—cos Qg 2z s
COS(?’L QO) 22—2cos Qo z+1 COS(C&J()t) 32+W(2)
sin(n Q(]) #&)}gﬂ-l Sin(wot) Szﬁ;g
a™ cos(n Q) Zﬁé;i;;g?gjﬁ exp(—at) cos(wot) m
a” sin(n Qo) | o Sciélsfgozz+a2 exp(—at) sin(wpt) W‘)’ingwg

TaB. 10.1: Quelques transformées en z et de Laplace

10.4.3 Quelques propriétés de la transformation en z

La transformation en z posséde des propriétés similaires a celles de la transformation
de Laplace. Seules quelques unes sont rappelées ci-aprés sans démonstration.
1. linéarité :

ZA{azx[n] +byn|} =aX(2) +bY(2) (10.16)

2. décalage temporel :

Z{zn+d)} = 2T X(2) (10.17)
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3. amortissement :

Z{a"z[n]} = X (g) (10.18)

4. valeur initiale :

(10.19)

5. valeur finale (si le systéme est stable) :

2loc] = (= = 1) X(2)],_, (10.20)

10.4.4 Equation aux différences et fonction de transfert

Nous avons vu qu'un systéme pouvait étre décrit par une équation aux différences
d’ordre N :

y[n] + Zak yln— k] = Z b x[n — k] (10.21)

On notera au passage que 'ordre M de la partie non-homogene de 1’équation n’est
pas nécessairement égal a celui de la partie homogéne. Son schéma fonctionnel est
représenté a la figure 10.2.

x[n] x[n-1l

] x[n-2] x[n-M]
- Z- -

- —— Z-1

bo b4 bo bm
\ \

y[n]

M N
yln] = Y bk x[n-k] - Y ak y[n-k]
k=0 k=1

A A
- aN -az -

yinN]| © Yin2] Vin-1] ~yin]

F1G. 10.2: Schéma fonctionnel d'une équation aux différences
Dans le cas particulier des systémes d’ordre 2, on a donc

y[n] + a1 y[n — 1] + asy[n — 2] = bo x[n] + by x[n — 1] + by x[n — 2] (10.22)

Utilisant la propriété de linéarité, la transformation en z de I’équation aux différences
se calcule aisément et donne :

Y(2)+a1 27 Y (2) 4 ay272Y(2) = by X(2) + b 27 X (2) + by 272 X(2)

10



10.5 Réponse fréquentielle des systémes LTI

En mettant en évidence Y (2) et X (z), il vient :

Y (2) (1 +a; 2 4 ay 2_2) = X(2) (bo +b 27 4 by 2_2)

Comme le rapport des grandeurs de sortie Y (z) et d’entrée X (z) définit la fonction
de transfert H(z), on obtient :

Y(z) bo+bizt4+byz?
X(z) 14+azt+ayz?

H(z) = (10.23)

En multipliant numérateur et dénominateur par 22, cette fonction de transfert peut
encore s’écrire sous la forme équivalente :

H() b022+b12+b2
Z) =
22+alz+a2

(10.24)

On remarque alors que le dénominateur de H(z) n’est autre que 1’équation caracté-
ristique de I’équation aux différences représentant le systéme :

N 4+a A +ay =0 (10.25)

La recherche des poles de H(z) est donc équivalente a la recherche des racines
de I’équation caractéristique. On notera que la forme de H(z) en z7! est dite de
réalisation (équ. 10.23) alors que celle en z est dite analytique (équ. 10.24) .

10.5 Réponse fréquentielle des systémes LTI

10.5.1 Fonction de transfert et réponse fréquentielle

On a vu plus haut que la variable z correspond a I'opérateur d’avance

z=e"" avec s=0+ jw (10.26)
Comme dans le cas d'une réponse fréquentielle on travaille en régime sinusoidal
permanent, la variable de Laplace vaut simplement s = jw et la variable z devient

alors
z=eTe = eI avec Q=wT, =2nf/f. (10.27)

La variable Q = 27 f/f. est la pulsation normalisée définie entre +m et —7; elle
représente les fréquences comprises entre +f./2 et —f./2. On voit donc que pour
calculer une réponse fréquentielle, il suffit de remplacer la variable z par la valeur
se situant sur le cercle de rayon unité et d’argument 2 = 27 f/ fe.

Ainsi, de la fonction de transfert

H() b022+blz+b2
e
22+alz+a2

(10.28)

11
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on tire la réponse fréquentielle

H( Q) o b(] €+j2Q + bl 6+jQ + bg
J o 6+j29+a1 €jQ+CL2

(10.29)

Dans le cas ot la fonction de transfert est décrite avec 'opérateur de retard z—!

. b0+b12_1+b22_2
N 1—|—a1z_1—|—a2z—2

H(2) (10.30)

on a bien évidemment

o by + by eI 4 by e~ 124

HOQ) a 1+ aq e~ + ao e—J20

(10.31)

Les réponses fréquentielles pour f =0, f = f./4 et f = f./2 se calculent aisément
car on a
f=0 & Q=0 < z=+I1

Je T ,
= — Q = — =
f 1 & 5 & z=+4]
_fe _ _
f= 5 S Q=1 & z=-1
Ce qui donne pour une cellule biquadratique
, bo + b1 + by
H =H == 10.32
(]f)|f:0 (Z)|z:+1 1 + a, ‘l’ asy ( )
. by — by + j by
H = H == J 10.33
. bo — b1 + by

10.5.2 Poles, zéros et réponse fréquentielle

Toute fonction de transfert peut étre décrite a 1’aide des poles et zéros qui sont les
racines des dénominateur et numérateur :
bgZ+biz+ by (z—2z1) (2 — 29)

H(z) = 2tazta A(z —p1) (2 — p2) (10:35)

Comme la variable z parcourt le cercle unité de 0 & &7 quand la fréquence varie de
0a +f./2 (figure 10.3), on voit que la réponse fréquentielle s’affaiblit si la fréquence
est proche des zéros car (z — z) s’amenuise et qu’elle passe par un maximum lorsque
la fréquence se situe aux environs des poles car (z — pi) diminue.

La configuration poles-zéros d’un filtre passe-bande ainsi que sa réponse fréquentielle
sont représentées a la figure 10.3. Une bonne interprétation de la signification des
poles et zéros permet ainsi d’évaluer facilement une réponse fréquentielle.

12
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- RN
Im P ~ 7 H(f) x
+/4 / / |
|
fo / !
p1x , :
I
z, | +e/2 =0 Re | : f
/ -fo/2 2R J 0 \) fo fo/2
\\ s
\ Pax L ST _ -
\ —
~ Tol4 =
\ -l _ — — e

F1G. 10.3: Poles, zéros et réponse fréquentielle d’un filtre passe-bande

Evaluation d'une réponse fréquentielle

Considérons comme exemple un filtre passe-bande décrit par une fonction de trans-
fert d’ordre 2
(z—21) (2 — 29)

HE) = A )

et caractérisé par les points suivants.

1. Il ne doit pas laisser passer la fréquence nulle qui se situe en z = +1 dans le
plan complexe ; on doit donc avoir un zéro en cet endroit, d’ou

21 = +1
2. 11 doit bloquer les signaux de fréquence f./2 qui se situe en z = —1; on a donc
Z9 = -1

3. Il doit laisser passer la fréquence centrale fy qui correspond a deux poles situés
en

pro = Retih (10.36)
avec la pulsation normalisée Qy = 27 % et R < 1 pour que le filtre soit stable.

La fonction de transfert sera donc décrite par

B (z—=1)(z+1)
H=) = AT Revie) (= e o)
22 -1

A
22 — 2R cos Qg z + R?

ou, de maniére équivalente, par

1— 272

H(z)=A
(2) 1—2R cosQyz~t + R2 272

(10.37)

13
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La réponse fréquentielle vaut donc
1 — e 920

A = A 1 —2R cosQye 2 + R2 29

(10.38)

Comme application numérique, considérons le cas particulier ou
fo=[f/8 & Qo =7/4, R=0.9, A=1-R=0.1
Pour un filtre passe-bande, on doit bien évidemment obtenir
H(f=0)=0,  H(f=/f/2)=0

De plus, avec g = 7/4 et 2Qy = 7/2, il vient

H(jO A 177
(7%0) = 1 — 2R cos(m/4) e=im/4 + R2 ¢=im/2
_ 4 1+
1= V2R (& - k) - iR
1 ] 1 ]
_ 4 +J _ 4 +J

1-R(1—-j)—jR*> ~1—-R+jR—jR?
Comme R=0.9et A=1— R, on obtien finalement

14 14
(1—R)(1+jR) 14,09

H(jf) = (1—-R) =1.05 2 + 0.053 [rad)]

10.5.3 TFD et réponse fréquentielle

Sachant que les transformations de Fourier directe et inverse d’une suite de valeurs
numériques sont définies par :

o

X(jQ) = > x[n] exp(—jng) (10.39)
x[n] = L 7rX(jQ) exp(+7n€) dQ (10.40)

2T

il est possible de calculer la réponse fréquentielle H(j€2) en transformant de Fourier
soit la réponse impulsionnelle h[n|, soit I'équation aux différences. Comme illustra-
tion, appliquons ces deux approches a un systéme d’ordre 1.

Systéme décrit par une réponse impulsionnelle
En transformant de Fourier la réponse impulsionnelle h[n| d’un systéme numérique

d’ordre 1,
hin] = A R" ¢[n] 0<R<1

14
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on obtient la réponse fréquentielle H(j€2) suivante

H(jQ) = Z hln] e~

n=—oo

= i AR" eI
n=0

S A (R
n=0

L’observation de ce résultat nous montre que 'on a affaire a une suite géométrique.
Se souvenant que la somme d’une suite géométrique infinie de raison r vaut :

= 1
dorm=—— s <1 (10.41)
—~ 1—r
on peut calculer aisément H(j<) :
, 1 .

Systéme décrit par une équation aux différences

On a vu qu'un systéme numérique d’ordre 1 peut également étre décrit par une
équation récursive :

y[n] = Az[n] + Ryln — 1]
Les propriétés de linéarité et de décalage de la transformation de Fourier permettent
d’écrire immédiatement

Y(jQ) = AX(5Q) + Re 7Y (jQ)

En regroupant les termes communs, puis en effectuant leur rapport, on obtient la
fonction de transfert du systéme ou sa réponse fréquentielle :
‘ Y (59) A
H(jQ) = —~ = —5
X(j2) 1—Red
Comme on pouvait s’y attendre, les deux expressions de la réponse fréquentielle sont
identiques; elles ne dépendent pas de la méthode de calcul utilisée.

Relation avec la transformation en z

Les résultats que nous venons de calculer peuvent également s’obtenir directement
a partir des transformées en z des fonctions et signaux considérés en remplacant
I'opérateur d’avance z par son équivalent fréquentiel e/, Ainsi, dans le cas de la
réponse impulsionnelle

hin|=AR"¢[n] < H(z)=A4

z—R
on obtient

15
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10.6 Calcul et tracage de quelques réponses
fréquentielles
Afin d’illustrer le calcul et le tracage de quelques réponses fréquentielles, considérons

quelques exemples de systémes numériques décrits soit par leur réponse impulsion-
nelle, soit par leur équation récursive.

10.6.1 Moyenneur non causal

Un moyenneur non causal d’ordre 5 est décrit par I’équation aux différences suivante :
1
y[n] = @ n— 2]+ x[n— 1]+ z[n] + zn+ 1] + z[n + 2] (10.43)

et sa réponse impulsionnelle est :

1/5 si —-2<n<2
hin] = (10.44)
0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 10.4.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce

filtre : )
H(z) = < (2 +27 42+ 2+ 27

dont la réponse fréquentielle vaut

1 . ) ) ) )
H(jQ) = (772 + 770 4 70 4 9 4 172

H(jQ) = % 1 +2cos(€2) + 2 cos(202) (10.45)

On constate que la réponse fréquentielle ainsi obtenue est réelle; ceci n’est pas
surprenant si on se souvient que la réponse impulsionnelle h[n| considérée est paire.
Le tragage de la réponse fréquentielle de ce moyenneur (figure 10.5) montre qu’il agit
comme un filtre passe-bas et qu’il annule méme la sortie pour certaines pulsations.

10.6.2 Moyenneur causal

Un moyenneur causal d’ordre 5 est décrit par I’équation aux différences suivantes :

yln] = é [+ 2fn — 1] + 2 — 2]+ 2[n — 3] + 2ln — 4] (10.46)
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10.6 Calcul et tracage de quelques réponses fréquentielles
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F1G. 10.4: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un moyenneur non causal d’ordre 5
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F1G. 10.5: Réponse fréquentielle d’'un moyenneur non causal d’ordre 5
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10 REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

et sa réponse impulsionnelle est :

1/5 si 0<n<A4
hin| = (10.47)
0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 10.4
et on constate que, par rapport au moyenneur non causal, ces réponses temporelles
sont simplement retardées de deux échantillons.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce
filtre :

H(z) = —(%+2z"+27+27+277)
-2

= T( 2+ + 2042+ 272

IS T

dont la réponse fréquentielle vaut

o—320
H(j) = ——

- (eT22 4+ e 4 14779 4 7727)

—j2Q

H(jQ) =

1 +2cos(f2) + 2 cos(292) (10.48)

On constate ainsi que, & un phaseur prés, la réponse fréquentielle obtenue est la
méme que précédemment ; ce qui n’est pas surprenant puisque le moyenneur causal
n’est qu'une version translatée du moyenneur non causal. Les modules des deux
réponses fréquentielles sont donc les mémes ; seules les phases différent (figure 10.7).
On notera que la phase ainsi obtenue est linéaire par rapport a la fréquence ; ce qui
n’est autre que l'effet de la translation temporelle.

10.6.3 Filtre passe-bas d’ordre 1

On a vu plus haut qu’'un filtre passe-bas numérique d’ordre 1 était décrite par sa
réponse impulsionnelle

hin] = AR"¢[n] R<1
ou par sa fonction de transfert

A

H(z) = 1—- Rzt

On en a déduit que sa réponse fréquentielle vaut :

A

HUR) =R emm

(10.49)
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10.6 Calcul et tracage de quelques réponses fréquentielles

0.6 4
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F1G. 10.6: Réponses impulsionnelle et indicielle d’'un moyenneur causal d’ordre 5
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F1G. 10.7: Réponse fréquentielle d’'un moyenneur causal d’ordre 5
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0.4 T

0.2 B
0 ????@QQOOOQO(\(\QA

gl ooooooooooof

| | | |
0 5 10 15 20
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F1G. 10.8: Réponses impulsionnelle et indicielle d’un filtre passe-bas d’ordre 1
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F1G. 10.9: Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas d’ordre 1
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10.6 Calcul et tracage de quelques réponses fréquentielles

De maniére a avoir un gain unité pour €2 = 0, on choisit

A=1-R (10.50)

Cette fonction a valeur complexe peut encore étre décrite par :

. A
H(j9) = 1 — R cos(2) + jR sin(92) (10:51)

Ce qui permet de calculer le module et la phase de la réponse fréquentielle :

A

| H ()| = (10.52)
\/(1 — R cos())* + (R sin(Q))*
ZH(jQ)) = — arctan (fgl—%) (10.53)

Les réponses temporelles et fréquentielles sont présentées dans les figures 10.8 et 10.9.

10.6.4 Filtre passe-bas d’ordre 2

Prenons, comme nouvel exemple, un filtre passe-bas numérique d’ordre deux avec
résonance décrit par sa réponse impulsionnelle

hin] = A R" sin (n ) €[n] R<1 (10.54)
Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont représentées dans la fi-
gure 10.10.

La transformée en z de h[n] (voir tableau 10.1) donne la fonction de transfert

R sin Qg 2 R sinQy 2zt
H(z)=A =A
(2) 22 — 2R cos Oy z + R? 1—2R cosQyz! + R2 2

dont on tire la réponses fréquentielle

R sin (Q) e 7%

H(iQ)=A . . 10.55
() 1 —2R cos (§) e + R? ¢=720 ( )
qui pour 2 = 0 donne un gain
. R sin (Qo)
H(jo)=A
(70) 1 —2R cos () + R?
De maniére a avoir un gain unité pour 2 = 0, on choisit
1-2 Q 2
A R cos () + R (10.56)

R sin (QQ)

Il est également possible de retrouver cette réponse fréquentielle a partir de la donnée
des poles du filtre. Cette approche, trés simple, est laissée comme exercice.
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F1G. 10.10: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un filtre passe-bas d’ordre 2
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Fi1G. 10.11: Réponse fréquentielle d'un filtre passe-bas d’ordre 2
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10.7 Analyse et réalisation d’un filtre

10.7 Analyse et réalisation d’'un filtre

Dans cette section, on souhaite illustrer les différentes étapes a parcourir pour ana-
lyser et réaliser un filtre numérique. Pour cela, considérons un filtre décrit par la
fonction de transfert suivante :

Z_l

1-1.6271+0.81 22

et, étudions ses réponses temporelle et fréquentielle.

H(z) =021

10.7.1 Calcul de la réponse temporelle du filtre

Nous avons vu que le comportement dynamique d’un filtre numérique est déterminé
par les instants caractéristiques K. et K, et que leurs valeurs se calcule a partir des
poles de la fonction de transfert H(z).

Podles et réponse temporelle

En multipliant numérateur et dénominateur de H(z) par z2, on obtient la forme

canonique nécessaire pour l'analyse :

z
22 —-1.62+0.81

H(z) =021

On calcule aisément les poles de cette fonction de transfert qui valent :

1
pra = §(1.6j: 1.62—4-0.81)

— 0.8450.412
0.9 e:l:jO.476

Comme ces poles sont complexes et de module inférieur a 1, on en déduit que la
réponse transitoire, ¢’est-a-dire la solution homogeéne de I’équation aux différences,
comportera une oscillation amortie du type :

yn[n] = C' R" cos(nQ) + «)
ce qui, en tenant compte des valeurs numériques, donne :

yn[n] = C'0.9" cos(0.476 n + a)

Instants caractéristiques

La réponse étant oscillante, il faut rechercher la constante de temps K, et la période
d’oscillation K, :

1 27
K.=——-=95 K, =
[In(0.9)| b
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On aura donc une durée du régime transitoire valant
K;, ~5K,=47.5 instants

et un nombre d’oscillations visibles d’environ

K
tr . .
Nose = ~ 3.6 oscillations
K,
Réponses temporelles d'un filtre numérique
0.5 T T T T T
0.4 s
0.3 a
0.2 o
=
AR i *
ob 5 JJOCP ?@o@é6é@ooO@OOoooOgoooooooooooom
ol 4
-0.2 =
| | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
2
1.5F Do o
< 1r 4
0.5 T .
ol
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

nT
e

F1G. 10.12: Réponses impulsionnelle et indicielle du filtre

Evaluation de la réponse indicielle

A un saut unité dont I'image est

1 z
X = =
(2) 1—21 z-1

correspond la réponse indicielle suivante

z 0.21 z
z—122—1624+0.81

Dans cette réponse, on retrouve naturellement les deux poles (p; 2 = 0.9 70476) dus
au filtre, plus un pole (p3 = +1) dia au saut unité appliqué a 'entrée. L’évolution
temporelle sera donc celle décrite précédemment, a laquelle on doit ajouter un terme
constant A correspondant au pole p3 :

yln] = A+ C0.9" cos(0.476 n + )
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10.7 Analyse et réalisation d’un filtre

Ces informations peuvent étre complétées par les valeurs initiale et finale que I'on
calcule en utilisant le théoréme des valeurs limites :

yl0l = Y(2)|.m0e = 0

0.21

ylool =z = 1) Y(2)lomr = 775 om1 =

La figure 10.12 illustre les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre. On re-
marquera que toutes les valeurs calculées ci-dessus sont, confirmées par ces graphes.

10.7.2 Calcul de la réponse fréquentielle

Partant de la fonction de transfert du filtre

0.21 271 021z

T 11621408122 2-162+081

on obtient 'expression de la réponse fréquentielle en remplacant la variable z par le
phaseur e*7; il vient alors :

H(z)

H) — 0.21 ¢=7¢ B 0.21 ¢tie
() = 1—1.6e724+0.81e 322  +ti22 — 16132 4+ (.81

Quelques valeurs particuliéres

On a vu plus haut que

H(jf)ljmo = H()l.on

H(jf)|f:fe/4 H(Z)|z:+j
H(jf)|f:fe/2 = H(2)[—,
Ce qui donne dans notre cas
. 0.21
HUD =1y 55 081~ H1 =140
. +750.21 ‘
H(jf./4) = = —0.129 0.015 = 0.130Z£ — 3.02
Ule/) = 081 =716 TJ
—0.21
H(jf.)2)=—————=-0.06=0.06Z£ —
el = 6081~ 000 =0062—

Tracage de la réponse fréquentielle

Le calcul et le tracage de cette réponse fréquentielle se fait avantageusement avec
I'aide de Matlab. Dans ce cas, il faut décrire la fonction de transfert avec I'opérateur

d’avance z
0.21 2

22 —-1.62+0.81
Le calcul et tracage se fait ensuite avec les commandes suivantes :

H(z) =
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% donnees :
num [0, 0.21, 0];
den = [1, -1.6, 0.81];
% reponse frequentielle
fe = 1; Npoints = 500;
[Hjf, ff] = freqz(num,den,Npoints,fe) ;
% tracage
figure ;
subplot(2,1,1) ;
plot(ff, 20*loglO(abs(Hjf))) ; grid on;
title(’Réponse fréquentielle d’un filtre numérique’) ;
ylabel(’ [H(E)|?) ;
axis([0,0.5,-30,+10]) ;
subplot(2,1,2) ;
plot (ff,angle(Hjf)*180/pi) ; grid on;
ylabel(’/H(jf)’) ;
xlabel(’f / f_e’) ;

La figure 10.13 présente le module et la phase de la réponse fréquentielle du filtre.
On y retrouve bien les trois valeurs particuliéres

H(0) =120

H(jf./4) = 0.130£ — 3.02 = —17.7dBZ — 3.02
H(f./2) =0.06£ —7=—24dB/ — 1

10.7.3 Comment réaliser ce filtre?

Une fois le comportement du filtre analysé et vérifié, il reste a le réaliser. Pour
cela, on implantera I’équation aux différences correspondant au filtre désiré dans un
processeur numérique. Puis on devra bien entendu le relier au monde analogique a
'aide des convertisseurs AN et NA et des filtres d’antirepliement (FAR) et de lissage
(FL) (figure 10.14).

L’équation aux différences du filtre est déduite directement de la fonction de transfert

Y(z) 0.21 271

H pu— p—
B = X0 " T-16 1081

En effet, les produits croisés de cette équation donnent :
Y(2) —1.627'Y(2) +0.81272Y(2) =0.21 27! X (2)
Ce qui, par transformation inverse, correspond a I’équation

y[n] — 1.6 y[n — 1]+ 0.81y[n — 2] = 0.21 z[n — 1]
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10.7 Analyse et réalisation d’un filtre

Réponse fréquentielle d'un filtre numérique

10 T T T T T

=20

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

0.5

O H(f)

-200

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
fif
F1G. 10.13: Réponse fréquentielle du filtre
I
XO(t) FAR X(t) . A X[n]‘ SyStéme Y[n]‘ N YS(t)‘ FL y(t)
’ N numerique A

F1G. 10.14: Schéma bloc d’un filtre numérique
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Algorithmiquement, cette équation s’écrit plutdt sous la forme suivante

yln] =021zn—1]+ 1.6 y[n — 1] —0.81y[n — 2]

C’est cette équation aux différences qui sera implantée dans le processeur et exécutée
a chaque nouvel instant d’échantillonnage T,. Le code réalisant ce filtre pourrait
s’écrire comme suit, :

% initalisation des constantes
b0 = 0.0; bl =+0.21; b2 = 0.0;
al = -1.6; a2 = +0.81;
% initalisation des variables
xnl = 0.0; xn2 = 0.0 % valeurs anciennes de x[n]
ynl = 0.0; yn2 = 0.0; % valeurs anciennes de yl[n]
% operation de filtrage (xn0O, ynO : valeurs actuelles)
repeat
xn0 = Analoglnput ;
yn0 = bO*xn0 + blxxnl + b2*xn2 - alxynl - a2xyn2 ;
AnalogOutput (yn0) ;
% mise a jour des 2 piles xn et yn
yn2 = ynl; ynl = ynO;
xn2 = xnl; xnl = xn0 ;
until stop;

10.8 Classification des systémes numériques

Au travers des sections précédentes, nous avons vu différentes formes de représen-
tation des systémes numeériques : équations aux différences, schémas fonctionnels et
fonctions de transfert. Les divers exemples ont permis de montrer que la réponse
d’un systéme peut se calculer en prenant en compte le signal d’entrée seulement ou
les signaux d’entrée et de sortie simultanément.

De ces deux possibilités découle une classification des systémes qu’il est important
de connaitre. Ces deux classes de représentations des systémes linéaires sont souvent
désignées avec des acronymes anglo-saxons qui seront utilisés par la suite.

10.8.1 Systémes non récursifs (dits RIF, FIR ou MA)

La réponse y[n] d'un systéme causal non récursif d’ordre N se calcule uniquement a
partir du signal d’entrée z[n|. Son équation aux différences est rappelée ci-dessous
et sa représentation fonctionnelle est donnée a la figure 10.15a.

yln] = bpafn—k] = byx[n] + by x[n— 1]+ by aln— 2]+ - + by x[n— N] (10.57)
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10.8 Classification des systémes numériques

On peut remarquer que sa réponse impulsionnelle correspond aux coefficients by ;
elle est donc de longueur finie N. Ainsi le calcul de y[n] revient-il & convoluer le
signal d’entrée et la réponse impulsionnelle hlk] = by du systéme linéaire. On peut
également observer que ce systéme effectue une pondération des valeurs du signal
d’entrée et que cela correspond a une moyenne glissante (moving average).

Ces systémes sont donc désignés avec 'acronyme RIF (Réponse Impulsionnelle Fi-
nie) ou FIR (Finite Impulse Response) ou MA (Moving Average) et leur fonction de
transfert s’écrit

H(z) =by+ bzt +byz 2+ byz (10.58)

De par leur structure, les systémes FIR sont toujours stables, mais ils demandent
passablement de temps de calcul car la longueur de la réponse impulsionnelle d’un
tel systéme est généralement trés élevée (N > 100).

10.8.2 Systémes récursifs (dits Rll, IR ou ARMA)

La réponse y[n| d'un systéme causal récursif d’ordre N se calcule a partir du signal
d’entrée x[n| et des valeurs précédentes de la sortie y[n — k]. Son équation aux
différences est rappelée ci-dessous et sa représentation fonctionnelle est donnée a la
figure 10.15b.

yln] => bpxln — k] = > apy[n — k] (10.59)

On peut remarquer que ces systémes ont une réponse impulsionnelle infiniment
longue et qu’ils sont décrits par leur fonction de transfert

byt bz b4 by
T 14 azttagz 2+ +anz N

H(z) (10.60)
On observe ainsi que le dénominateur de cette fonction de transfert représente une
Réponse Impulsionnelle Infinie RIT ou IR (Infinite Impulse Response) ou Auto Re-

gressive (AR) et que son numérateur décrit une moyenne glissante (Moving Average
MA). D’ou I'appellation ARMA (Auto Regressive and Moving Average).

Généralement, 'ordre d'un systéme IIR est peu élevé (N =1---10) et il est réalisé
en plagant en série des cellules biquadratiques (cellules TIR d’ordre 2). Il est donc
trés efficace en temps de calcul mais, de par sa structure récursive, il peut devenir
instable.

10.8.3 Caractéristiques des filtres FIR et IIR

Les qualités (indiquées en gras) et les défauts des filtres FIR et IIR sont présentés
dans le tableau de la figure 10.15.

29



10 REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

30

x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-M]
71 N — - | 1
bo bq bo b
M yln]
y[n] = X bk XIn-K] —
K=0
(a)
x[n] X[n-1] x[n-2] x[n-M]
21 1 - 71
bo bq bo bm
M N yIn]
ylnl= Y bk Xn-K] - X ak yIn-k]
K=0 K=1
1
aN -as -aq
-1 - -1 -1
yin-N]| “ yin2ll © [yintl| 2 [ ving

Caractéristiques H Filtres FIR ou MA ‘ Filtres IIR ou ARMA ‘

sélectivité faible élevée

ordre élevé faible

nombre d’opérations élevé faible
mémoire nécessaire élevée faible

temps de propagation || naturellement impossible
constant (phase linéaire) réalisable au sens strict

stabilité absolue limitée

nombre de bits nécessaires raisonnable élevé
précision des coefficients raisonnable élevée
cycles limites aucun présents
filtres adaptatifs possibles difficiles

F1G. 10.15: Schémas fonctionnels et caractéristiques des filtres FIR et TIR




10.9 Exercices

10.9 Exercices

SNT 1 Considérant les systémes numériques suivants

yiln] = z[n|+ z[n —4] + zn — §]
yaln] = > aln -k
wln = Y aln—H

yaln] = x[n] +yaln — 1] = 0.5ya[n — 2] avec yy[—2] = yu[-1] =0

dessinez leur schéma fonctionnel ainsi que leurs réponses impulsionnelle et indicielle.

SNT 2 Considérant le schéma fonctionnel d’un filtre numérique (figure SNT 2),
1. Ecrivez son équation aux différences et sa réponse impulsionnelle.
2. Dessinez les réponses impulsionnelle et indicielle.

3. Ce filtre est-il récursif 7 Quelle est son action?

x[n]

z1 71 z1 z-1 z1

z yin]

Fia. 10.16: Ex. SNT 2

SNT 3 Ecrivez I’équation aux différences d’'un moyenneur causal d’ordre 5 et des-
sinez sa réponse y[n| au signal z[n| = €[n] — e[n — 10].

SNT 4 On souhaite réaliser I’équivalent numérique d’un filtre analogique passe-bas
d’ordre 1. Pour cela :

1. Considérez I'équation différentielle du filtre analogique

RC dz_ff) Fy(t) = 2(t)

et remplacez la dérivée par une différentielle finie pour obtenir I’équation aux
différences du filtre numérique.

2. Utilisez vos résultats et calculez les coefficients du filtre numérique dont la
fréquence de coupure se situe aux environs de 1kHz alors que le signal d’entrée
est échantillonné a f. = 10 kHz. Dessinez son schéma fonctionnel.
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3. Calculez les premiers points de sa réponse indicielle et comparez a celle du
filtre analogique.

4. Que valent en particulier y[0] et y[oo] ? Comparez & y(0) et y(oo). Justifiez les
différences. Que se passe-t-il si on augmente la fréquence d’échantillonnage ?

SNT 5 On considére deux filtres numériques décrits par
y[n] = z[n] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]

y[n] = z[n] — z[n — 1] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]

Que valent y[0] et y[oo] si z[n] = €[n]? Quelle est la fonction de chaque filtre ?

SNT 6 Considérant six systémes numériques linéaires décrits par leurs équations
aux différences :

1 y[n] = z[n] + 0.8 y[n — 1]

2 y[n] = z[n] — 0.8y[n — 1]

3 y[n] = x[n] +1.2yn — 1]

4 y[n] = z[n] — 1.2y[n — 1]

51 y[n]==xn]+1yn—1]—0.8y[n — 2]
6 | yn| =z[n|+1.2yn—1] —0.32y[n — 2]

1. Calculez et dessinez leurs racines dans le plan complexe; ou se situent-elles
par rapport au cercle unité ?

2. Calculez les instants caractéristiques K., K, et N, pour chaque cas.

3. Donnez l'expression générale de leur réponse transitoire et esquissez leur ré-
ponse indicielle.

SNT 7 Calculez la réponse indicielle d'un systéme numérique décrit par
yln] =zn]+1.6yn—1] —0.75y[n —2] avec y[0]=y[-1]=0

En particulier, que valent y[0], y[00], Kirans €t Nose ?

SNTZ 1 Calculez la transformée en z de la suite suivante

y[n] :{107876747270707}7 nZO

SNTZ 2 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = zn] + 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z).
2. Calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles.

3. Admettant z[n| = €[n], esquissez y[n] aprés avoir calculé y[0] et y[oo].

32



10.9 Exercices

SNTZ 3 Répondez aux questions de I’exercice précédent pour

y[n] = z[n] + 1.2y[n — 1] — 0.75y[n — 2]

SNTZ 4 Considérant la réponse indicielle d'un systéme décrit par

z—1
H(z) =
(2) 22 —1.62+0.81

calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles ainsi que
les valeurs y[0] et y[oo]. Esquissez y[n].

SNTZ 5 Quelle est la fonction de transfert H(z) d'un filtre dont la réponse im-
pulsionnelle est décrite par

hln] = exp (—g) sin (n 27 fo T,) €(n)

lorsque T, = 1 msec, 7 = 10msec, fo = 100Hz?
Rép. :

0.53 z

hin] = R" sin(nQy) = H(z)= 14621082

SNF 1 Considérant un moyenneur pondéré décrit par I’équation aux différences
suivante qui accorde plus d’importance aux valeurs récentes

y[n] = = (3z[n] + 2z[n — 1] + z[n — 2])

=

1. Dessinez son schéma ainsi que ses réponses impulsionnelles et indicielle.
2. Calculez sa réponse fréquentielle H(j$).

3. Que valent |H(jQ)| et LH(jQ) si f =0, f/4, fo/27

4. Esquissez |H(j2)| et LH(jQ) pour —m < Q < +.

SNF 2 Un filtre passe-bas d’ordre 1 est décrit par

y[n] = x[n — 1] + 0.9y[n — 1]

1. Dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(j$2).

3. Que valent |H(jQ)| et LH(jQ) lorsque f =0, f./4, f./27
4. Esquissez |H(jQ)| et LH(j2) pour —m < Q < +7.
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10 REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

SNF 3 Considérant un filtre d’ordre 2 décrit par
y[n] = R sin (Q) z[n — 1] + 2R cos (Q) y[n — 1] — R?y[n — 2]

avec R = 0.8 et Qy = /4.
1. Calculez sa réponse fréquentielle H(5€2).
2. Que valent |H(jQ)| et LZH(GQ) si f =0, f./4, f/27

3. Esquissez |H(j2)| et ZH(jQ) pour —m < Q < +7. Quel type de filtre est ainsi
réalisé ?

SNF 4 Un filtre numérique biquadratique est décrit par I’équation aux différences
suivante

yln] = apz[n| + a1 x[n — 1] + as z[n — 2] — by y[n — 1] — bay[n — 2]

. Dessinez son schéma fonctionnel.
. Calculez sa réponse fréquentielle H (j€2).
. Que valent |H(jQ)| et ZH(jQ) si f =0, fo/4, f./27

. Quelles conditions faut-il satisfaire pour que le filtre soit :

IO N

a) un filtre passe-bas de gain unité ?

b) un filtre passe-haut de gain unité ?

SNF 5 On applique un signal sinusoidal permanent x(t) = 5 sin(27 1kHz ¢) a un
filtre numérique décrit par y[n] = 0.1z[n] + 0.9 y[n — 1]. Sachant que f, = 10kHz,
que vaut le signal analogique y(t) obtenu aprés conversion N—A 7

SNF 6 Considérant un moyenneur non causal centré d’ordre 5 :
1. Ecrivez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(j€2) et écrivez-la a 'aide de fonctions en
cosinus seulement.

3. Que valent H(0) et H(m)? Y a-t-il des pulsations pour lesquelles H(j€2) s’an-
nule ?

SNF 7 Calculez puis esquissez les réponses indicielle y[n] et fréquentielle H(j<2)
d’un filtre décrit par sa réponse impulsionnelle

hin] = A{10,8,6,4,2,0,0,---}, n>0, A=1

Que doit valoir A pour que le gain de ce filtre soit égal a 17
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10.9 Exercices

SNF 8 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = z[n]+ 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H(j2).
2. Recherchez les valeurs numériques de H(jQ) lorsque f =0, f./4, f./2.
3. Esquissez |H (j)|.

SNF 9 Répétez I'exercice précédent pour un filtre numérique décrit par

yln] = zn] —zn -1+ 1.2y[n — 1] = 0.72y[n — 2]

SNF 10 Considérant le schéma fonctionnel du filtre numérique de 'exercice SN'T
2 pour lequel la réponse impulsionnelle vaut

h[n] = {_'_27 +37 _'_57 _57 _37 _270707 o '}7 n= 07 17 2737 T

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H(jS2).
2. Ecrivez cette derniére avec un phaseur et une somme de sinus.

3. Ecrivez le module et la phase de H(jQ). Observez-alors que la phase est li-
néaire ; expliquez a posteriori pourquoi cette phase doit étre linéaire.

4. Esquissez le module et la phase de H(j€)) aprés avoir calculé les valeurs par-
ticulieres pour f =0, f./4, f./2, 3f./4, fe.
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