13 Syntheése des filtres non
récursifs

13.1 Introduction

Les filtres non récursifs que 'on appelle également filtres a réponse impulsionnelle
finie (RIF) se distinguent des filtres récursifs étudiés dans le chapitre précédent par
les points suivants :
— ils sont toujours stables;
— ils peuvent étre concus pour avoir une phase linéaire exacte ;

ils nécessitent généralement plus de matériel et de temps de calcul.
Un filtre non récursif d’ordre N comporte N + 1 coefficients et peut étre décrit de
maniére équivalente par :

1. sa réponse impulsionnelle de longueur L = N + 1

2. son équation aux différences

yln] = hlk] z[n — k] (13.2)

k=0

3. sa fonction de transfert d’ordre N

H(z) = YEZ> S hfn] 2" (13.3)

Xz):

n=0

4. sa réponse fréquentielle que I'on évalue en remplacant z~! par e 7%

H(jQ) = f{g g; =3 hfp] e (13.4)

13.2 Spécifications

Les spécifications d’un filtre se donnent sous la forme d’un gabarit en valeurs réelles
ou relatives (dB). Un exemple de gabarit pour un filtre passe-bas est illustré dans
la figure 13.1. On y trouve :
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1. la bande passante [0,€,];

2. les bandes de transition (£2,,2,) et d’arrét[,, 7] ;

3. 'ondulation acceptée dans la bande passante, exprimée par 6; ou R, [dB];
4

. Patténuation souhaitée dans la bande d’arrét, exprimée par d, ou A, [dB].
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Fi1aG. 13.1: Gabarit d’un filtre

Le gain du filtre passe-bas valant 1 lorsque €2 — 0, les relations entre les valeurs
réelles ou relatives du gabarit sont alors définies comme suit :

R,=1201log(1+6;)]| >0 (13.5)
A, = —20 log(d2) >0 (13.6)
ou inversément :
o = = (101F/20 — 1) (13.7)
by = 107A«/20 (13.8)

13.3 Propriétés des filtres RIF a phase linéaire

De maniére générale, un filtre RIF ne posséde aucune propriété particuliére concer-
nant le module ou la phase de la réponse fréquentielle mis a part que c’est le seul
type de filtres pouvant offrir une phase linéaire exacte (qui est une des propriétés
du filtre idéal). C’est donc essentiellement pour cette propriété que I'on utilise les
filtres & réponse impulsionnelle finie.

13.3.1 Réponses impulsionnelle et fréquentielle

Dans le cas ou on désire avoir une phase linéaire, la réponse impulsionnelle doit
posséder une symeétrie paire ou une symétrie impaire ou, de maniére équivalente,
une symétrie axiale ou ponctuelle. La justification en est donnée ci-dessous.
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Symeétrie paire

Considérons un filtre RIF d’ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] a symétrie
paire par rapport & N, = 3 (figure 13.2a). Cette séquence provient d’une réponse
impulsionnelle paire h,[n| non causale dont la réponse fréquentielle est réelle.

Le décalage temporel (ici, un retard) nécessaire pour rendre le filtre causal entraine
le déphasage linéaire souhaité. On a donc

H = A,
H(jQ) = exp (—jN,Q) H,(j) = (13.9)
/H = {0, £7} — N,Q

Le module de H(j2) est égal a celui du filtre non causal H,(j€2) et la phase varie
linéairement avec la pulsation. Le cas échéant, on devra, ajouter -7 a cette phase
linéaire pour tenir compte de la valeur négative éventuelle de H,(j<2).

5 5
4 a) 4 b)
3 3
2 2
| I | I
0 ~ 0 A
N =3 N =35
S S
-1 -1
-5 0 5 10 -5 0 5 10
3 3
2 0 2 d)

F1G. 13.2: Réponses impulsionnelles a symétrie paire ou impaire

Symétrie impaire

Considérons un filtre RIF d’ordre N = 6 représenté par une séquence h[n] a symétrie
impaire par rapport & N, = 3 (figure 13.2b). Cette séquence provient d’une réponse
impulsionnelle impaire h;[n] non causale dont la réponse fréquentielle est purement
imaginaire.

Le décalage temporel nécessaire pour rendre le filtre causal entraine le déphasage
linéaire souhaité. On a donc
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|H| = | Hil
H(j) = exp (—iN.Q) H(j) = (13.10)
/ZH = 4m/2— N
Le module de H(j€2) est égal a celui du filtre non causal H;(j€2) et sa phase va-

rie linéairement avec la pulsation a partir de +7/2 suivant le signe de la valeur
imaginaire.

Remarque

On peut bien sir considérer des filtres d’ordre N impair (figures 13.2c et 13.2d).
Dans ce cas, I’axe ou le point de symétrie se situe entre 2 valeurs de la réponse
impulsionnelle h[n] et le déphasage linéaire s’écrira — (Ns + %) (2. Dans le cadre
de ce cours, on n’analysera que des filtres d’ordre N pair (c’est-a-dire de longueur
L = N + 1 impaire) dont le point ou axe de symétrie se situe obligatoirement sur
une valeur entiére de I'axe n.

Exemple

Considérons comme exemple un filtre causal dont la réponse impulsionnelle finie
(figure 13.3a) est décrite par une séquence non-nulle de longueur L = 9 a symétrie
paire

hin] = {+1,42,+3,+4, +5,+4,+3,+2,+1,0,0,---} avec n=0,1,2,---

Par transformation en z de cette réponse impulsionnelle, on obtient la fonction de
transfert du filtre RIF :

H(z) = Zh[n]z‘"

T+227 43272 4423 45274 + 427 4+ 3270 + 2277 + 1278
= 2% (1422+32% +42° + 52" +42° +32° + 227 + 12°)

On en conclut que ce filtre RIF, décrit par un polynéme d’ordre N = 8, posséde
8 poles situés en z = 0 et 8 zéros dont les positions dans le plan complexe sont
présentées dans la figure 13.3b.

En remplacant l'opérateur de retard z~! par sa transformée de Fourier e/, on
obtient la réponse fréquentielle du filtre

H(jQ) = Y hlk]le?

= 142772 4+ 3772 4 47739 4 57T 4 479 4 30 4 9 ITR 4 17980

En mettant en évidence le phaseur central e=74®, on obtient une forme illustrant

clairement la symétrie paire du filtre

H(jQ) = e (1eM? 4265 4+ 3677 4+ 46/ + 5 + 477 4 37727 4 27937 4 17719)
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F1G. 13.3: Réponse impulsionnelle, poles et zéros, amplitude et phase d’un filtre RIF
a symétrie paire

Utilisant la formule d’Euler 2 cos ¢ = exp(+7j¢) + exp(—j¢), on obtient finalement

H(jQ) = e (5 + 8cos(Q) + 6 cos(29) + 4 cos(3Q) + 2 cos(4Q))

Ce résultat montre a I’évidence que 'on a affaire a un filtre & phase linéaire puisque
le seul terme complexe de 'expression est le phaseur e 742, Ce filtre RIF posséde
donc une réponse fréquentielle en amplitude (figure 13.3¢) qui vaut

|H(7)] = |5+ 8cos(€2) + 6 cos(2€2) + 4 cos(302) + 2 cos(4Q2)|
et une phase (figure 13.3d) décrite par
LH(jQ) = —4Q
A titre de comparaison, il est intéressant de tracer les mémes graphes (figure 13.4)

pour un filtre réalisé avec une réponse impulsionnelle similaire a la précédente mais
avec une symeétrie impaire cette fois-ci :

hin] = {+1,42,+3,4+4, 0,—4,-3,-2,-1,0,0,---} avec n=0,1,2,---
dont la réponse fréquentielle vaut
H(jQ) = e (1e"? 42677 4+ 367 + 46/ + 0 — 4e779 — 3e77%? — 2e77% — 1e7717)

= 2571 (45in(Q) + 35in(29) + 2sin(3Q) + sin(4Q))
= 2| (4sin(Q) + 3sin(2Q) + 2sin(3Q) 4 sin(4Q)) | £+ 7/2 — 40
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On peut relever que la symétrie paire conduit & un filtre passe-bas alors que la
symétrie impaire fournit un filtre passe-haut ou passe-bande. Plus générale,ment,
pour obtenir passe-haut ou passe-bande, il suffit que la somme des coefficients soient
nulle
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F1G. 13.4: Réponse impulsionnelle, poles et zéros, amplitude et phase d’un filtre RIF
a symétrie impaire

13.4 Syntheése par fenétrage

13.4.1 Principe du fenétrage

Le point de départ de la synthése des filtres RIF est donné par la considération des
réponses impulsionnelles des filtres idéaux. Comme celles-ci sont infiniment longues
et non causales, on voit immédiatement que les filtres idéaux ne sont pas réalisables.
On doit donc manifestement se contenter d’'une approximation de leurs réponses en
les tronquant avant de les rendre causales.

Pour voir plus précisément comment cela se passe, considérons la réponse fréquen-
tielle Hy(jw) d’un filtre analogique passe-bas idéal (figure 13.5a). Sa réponse impul-
sionnelle hy(t) se calcule par transformation de Fourier inverse. On obtient ainsi une
réponse temporelle en forme de sinus cardinal et de longueur infinie (figure 13.5b).

De maniére a ce que ce filtre soit réalisable, il faut tronquer cette réponse en res-
pectant sa symétrie paire (figure 13.5d). On obtient alors un filtre a réponse impul-
sionnelle de durée finie, mais non causale puisque h(t) n’est pas nulle pour ¢ < 0.
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Un décalage de cette réponse a symétrie paire suffit a rendre le filtre causal (figure
13.5f), donc a phase linéaire (figure 13.5¢). Bien entendu, le module de sa réponse
fréquentielle ne sera plus qu’une approximation de 1'idéal (figure 13.5¢).

D’un point de vue mathématique, le fait de tronquer la réponse impulsionnelle hy(t)
revient & multiplier celle-ci par une fenétre rectangulaire w,(t) et la réponse impul-
sionnelle s’écrit alors :

h(t) = ha(t) - w, () (13.11)

Pour un filtre numérique, on aura de maniére équivalente :

hin] = hg[n] - w,[n] (13.12)

13.4.2 Effet de la troncation

L’opération de troncation qui, dans une premiére approche peut sembler anodine,
modifie sensiblement la réponse fréquentielle et entraine des ondulations dans les
bandes passantes et d’arrét. Ceci provient de la convolution entre la réponse fré-
quentielle du filtre idéal et le spectre en sinus cardinal de la fenétre rectangulaire :

H(jQ) = Ha(5Q) © W(59Q)

H(jQ) = % GO W (9 — j0) do (13.13)

—T

La figure 13.6 montre a I’évidence que 'ondulation caractérisant la réponse obtenue
H(j€2) provient du spectre W (j2) de la fenétre choisie, ici rectangulaire.

Afin d’obtenir le meilleur compromis possible entre une faible ondulation et une
bande de transition étroite, on sera donc amené par la suite a choisir une fenétre w[n]|
dont le comportement fréquentiel est satisfaisant du point de vue du filtre a réaliser.
C’est-a-dire que 'on cherchera un compromis entre 'amplitude des ondulations et
la largeur des bandes de transition.
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F1G. 13.6: Convolution circulaire dans le domaine des fréquences
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13.5 Réponses fréquentielles et impulsionnelles
idéales

Comme la synthése par fenétrage utilise les réponses impulsionnelles des filtres
idéaux, il est nécessaire de les connaitre. Ces réponses impulsionnelles sont cal-
culées en partant des réponses fréquentielles idéales des 4 filtres de base passe-bas,
passe-haut, passe-bande et réjecteur de bande (figure 13.7).

13.5.1 Filtre passe-bas

Avec ). comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre s’écrit :

1 si |9 < Q.
H,(jQ) = (13.14)
0 si Q> Q.

Sa transformée inverse n’est autre que sa réponse impulsionnelle :

1 [t
hy[n] = o Hy(jQ)exp(+jn) dQ2 (13.15)

—Tr

Tenant compte de la réponse fréquentielle idéale du filtre passe-bas, il vient :

1 +Qc

hy[n] = o /o exp(+jn) dQ

exp(+jn€.) — exp(—jnsl.)
j2mn

Utilisant les relations d’Euler, on obtient finalement :

Q. sin (nf2,
hy[n] = 7% — 00 < n < 400 (13.16)

Cette réponse temporelle est infiniment longue et non causale. Afin de la rendre
causale, il faut tout d’abord la tronquer pour avoir une réponse impulsionnelle de
d’ordre N puis la décaler de la moitié de sa longueur.

En choisissant de travailler avec une réponse impulsionnelle d’ordre N pair centrée
en Ny = N/2, il vient :

%W si. 0<n#N,<N
ho[n] = e st n="N, 1310

0 sinon
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F1G. 13.7: Réponses fréquentielles idéales des 4 filtres standard

10




13.5 Réponses fréquentielles et impulsionnelles idéales
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F1G. 13.8: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un filtre passe-bas
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F1G. 13.9: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre passe-haut
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13.5.2 Filtre passe-haut

Dans ce cas, avec (), comme pulsation de coupure, la réponse fréquentielle du filtre
s’écrit :
0 st Q< Q.
Hy(jQ) = (13.18)
1 si Qo<|Q <7

On peut remarquer que les réponses fréquentielles d’un passe-bas et d’un passe-haut
sont reliées entre elles par :

HA(j) = 1 — Hy(j9) (13.19)
Ce qui, dans 'espace temps, correspond a :
hi[n] = 6[n] — hy[n] (13.20)

On en déduit donc immédiatement que :

. sin((n—Ns)Qec
e I A P S
hnln) = t si n=N, (13.21)
0 sinon

13.5.3 Filtre passe-bande et réjecteur de bande

Les filtres passe-bande et réjecteur de bande possédent 2 pulsations caractéristiques
Q; et Qo limitant les bandes passante et d’arrét. On montre aisément les deux
résultats suivants :

1. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande

Qo sin((n—Ns)Q2)  Q sin((n—Ns)Q1) si 0<n 7£ Ns <N

(n—Ns)Q2 ™  (n—Ns)
han] = a=fh si n =N,
0 stnon
(13.22)
2. Réponse impulsionnelle d'un filtre réjecteur de bande
Q; sin((n—Ns)$) Qo sin((n—N;)2) .
r (n—NS)Qll - (n—Ns)ng si. 0<n#N;,<N
h[n] = 1— 2= si n = N, (13.23)
0 sinon

Le calcul de ces réponses impulsionnelles est laissé comme exercice.

12
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FiG. 13.10: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un filtre passe-bande
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F1G. 13.11: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’un filtre réjecteur de bande
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Exemple Reéalisation d’un filtre non récursif élémentaire basé sur la réponse fré-
quentielle idéale d’un filtre passe-bas ayant une bande passante de 1 kHz alors que
la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

13.6 Caractéristiques de quelques fenétres

Du choix de la fenétre, dépendra la qualité de ’approximation ; il est donc nécessaire
de passer en revue les caractéristiques de celles-ci. On rappellera tout d’abord que
si on désire conserver la phase linéaire du filtre, il faut que les fenétres possédent
une symétrie paire ou impaire.

Comme on I’a vu plus haut, la troncation simple de la réponse impulsionnelle de lon-
gueur infinie conduit a une réponse fréquentielle avec des ondulations importantes.
Celles-ci sont dues au phénoméne de Gibbs et ne peuvent étre diminuées que si la
fenétre posséde des transitions douces, contrairement a la troncation simple.

Les fenétres susceptibles de satisfaire les besoins de synthese des filtres et d’ana-
lyse spectrale ont fait I'objet d’études extensives [3]. Parmi les nombreuses fenétres
proposées, seules celles qui sont le plus souvent citées sont présentées ci-apreés.

13.6.1 Fenétres analytiques

Pour chacune des fenétres étudiées, on présentera son équation w(n] et une figure
comportant 4 graphes :

1. son graphe temporel wn|

2. son spectre d’amplitudes W (jQ) = T'F {w[n]}

3. son spectre d’amplitudes en dB Wz = 201og (W (jQ)|)
4

. son spectre cumulé défini comme suit [1] :

Wom (i) = % /_ " Wo)de (13.24)

Cette représentation peu commune est importante car grace a elle, on peut
mesurer le niveau d’atténuation possible ainsi que la largeur de la bande de
transition pour un filtre RIF. Sa définition découle de la convolution entre une
réponse fréquentielle constante et le spectre de la fenétre w(n).

Fenétre rectangulaire

wyn] = - (13.25)
0 sinon

14



13.6 Caractéristiques de quelques fenétres

Fenétre triangulaire (ou de Bartlett)

28 si. 0<n<N/2
wln] =49 2-2% si N/2<n<N (13.26)
0 sinon
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F1G. 13.12: Fenétre rectangulaire

Fenétre cosinusoidale (ou de Hann)

05(1—cos(2r%)) si 0<n<N
weln] = (13.27)

Fenétre de Hamming

0.54 — 0.46 cos (27r%) s? 0<n<N
wpn] = (13.28)
0 sinon

Fenétre de Blackman

0.42 — 0.5 cos (27?%) + 0.08 cos (47?%) ) 0<n<N
wy[n] = (13.29)
0 sinon

15
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F1G. 13.13: Fenétre triangulaire
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F1G. 13.14: Fenétre cosinusoidale (ou de Hann)
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F1G. 13.15: Fenétre de Hamming

13.6.2 Fenétre de Kaiser-Bessel

Les fenétres présentées ci-dessus ont des formes et des atténuations fixes apportant
chacune sa largeur du lobe principal et son atténuation des lobes latéraux. La contri-
bution de Kaiser fut de proposer une fenétre s’adaptant a I'atténuation désirée. Cette
fenétre est définie par une fonction de Bessel :

Io (B\/l—(l—n/Ns)z)

wiln] = fo® - (13.30)

0 sinon

avec :
Iy = fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et d’ordre zéro

— (8 = paramétre de forme de la fenétre

— Ny = N/2 = point de symétrie de la fenétre

Calcul de la fonction de Bessel
L’usage fréquent des fenétres de Hann ou de Hamming est dii & ce que ces fonctions

sont familiéres et faciles a calculer. Cependant, bien que la fonction de Bessel soit
en général peu connue, il est aisé de la calculer en utilisant son développement en

série : s g [% @)nr (13.31)

17
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Fi1G. 13.16: Fenétre de Blackman

Cette série converge rapidement et la procédure de calcul proposée par Kaiser est
trés simple & mettre en oeuvre :
function Bessel0 (x :real) :real;
const eps = 1.0e-6;

var d, ds, s : real;

begin
d=00; ds=10; s=1;
repeat
d=d+20;
ds=ds* (x /d)* (x/d);
s=-s+ds;
until abs (ds/(s+eps)) < eps;
Bessel) = s;
end;

Calcul des paramétres des fenétres de Kaiser

La figure 13.18 montre les caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de
Kaiser. On en tire les conclusions suivantes :

en augmentant la longueur du filtre N, on diminue la largeur du lobe principal
en augmentant le paramétre de forme 3, on diminue I’amplitude des lobes latéraux.
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13.6 Caractéristiques de quelques fenétres

Kaiser =9
1 0
0.8 20
—06 a
L. S
2 8-40
0.4 =
0.2 -60
0 ...-rTTHH HHTT!-...
-80
0 10 20 30 40 50 -1 -0.5 0 0.5 1
n Q/mn
35
0
30
25 20
20 c
a =
S %—40
10 Z
5 -60
0
-5 -80
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Q/m Q/mn
Fi1G. 13.17: Fenétre de Kaiser avec § =9
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F1G. 13.18: Caractéristiques fréquentielles de quelques fenétres de Kaiser
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13 SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

Aprés une simulation numérique extensive, Kaiser a obtenu une paire de formules
qui permettent de trouver 3 et N a partir des spécifications demandées. Ces spécifi-
cations sont 'atténuation Ay et la largeur de la bande de transition A2 exprimée
en radians.

Le facteur de forme (3 dépend uniquement de 'atténuation Ayp

0.1102 (AdB — 87) s1 AdB > 50
B=1{ 0.5842(Ags — 21)*" +0.078862 (Aqp — 21) si 21 < Agp <50  (13.32)

0 st AdB <21

La longueur du filtre est déterminée par I'atténuation Ayp et la bande de transition

A souhaitée
AdB -8

> — .
— 2.285 A0 (13:33)

13.7 Conclusions sur I'usage des fenétres

13.7.1 Propriétés et utilisation des fenétres

L’ensemble des propriétés concernant les fenétres et les filtres étudiés ci-dessus sont
réunies dans les tableaux 13.1 a 13.3. On y trouve les caractérisitques spectrales de
quelques fenétres usuelles, les caractéristiques des filtres RIF en fonction des fenétres
utilisées, les avantages et inconvénients de ces fenétres.

Largeur du | Atténuation du | Décroissance des
Fenétres ler lobe ler lobe [dB]| lobes suivants
Rectangle 4w /N -13 20 dB/déc
Triangle (Bartlett) 81 /N -27 40 dB/déc
Cosinus (Hann) 81 /N -32 60 dB/déc
Hamming 81 /N -43 20 dB/déc
Blackman 127 /N -58 60 dB/déc
Kaiser § = 4.54 7.2m /N -30 20 dB/déc
Kaiser § = 5.66 8.4w /N -42 20 dB/déc

TAB. 13.1: Caractéristiques spectrales des fenétres usuelles
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13.7 Conclusions sur 'usage des fenétres

Ondulation Atténuation max. | Bande de transition
Fenétres R, |dB] Az |dB| AQ
Rectangle 0.74 21 1.87/N
Triangle (Bartlett) 0 25 6.17/N
Cosinus (Hann) 0.055 44 6.27/N
Hamming 0.014 53 6.6 m/N
Blackman 0.0017 74 117/N
Kaiser § = 4.54 0.025 50 5.8m/N
Kaiser § = 5.66 0.009 60 727/N

TAB. 13.2: Caractéristiques des réponses fréquentielles des filtres RIF

| Fenétres || +/— | Remarques

simple & calculer; pas de sinus ou cosinus
bande spectrale étroite

faible réjection (25 dB)

décroissance spectrale moyenne (-40 dB/déc)
simple a calculer

bande spectrale étroite

réjection raisonnable (44 dB)

forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)
simple a calculer

bande spectrale étroite

bonne réjection (53 dB)

faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)
simple a calculer

bande spectrale moyenne

trés bonne réjection (74 dB)

forte décroissance spectrale (-60 dB/déc)
moins simple a calculer

bande spectrale moyenne

excellente réjection (100 dB)

faible décroissance spectrale (-20 dB/déc)
++ | meilleur compromis atténuation / bande de transition

Triangle
(Bartlett)

+ +

Cosinus
(Hann)

Hamming

e o B R

Blackman

I+

_I_
Tt

Kaiser

+
+

TAB. 13.3: Avantages et inconvénients des fenétres utilisées dans la réalisation de
filtres RIF
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13 SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

13.7.2 Démarche pour calculer un filtre

La démarche a suivre pour obtenir les coefficients du filtre souhaité est la suivante :

1.
2.

connaissant le gabarit du filtre désiré, choisir le filtre idéal correspondant ;

calculer les pulsations caractéristiques ) se situant au centre des bandes de
transition ;

rechercher la réponse impulsionnelle hy[n] du filtre idéal; si celle-ci n’est pas
connue, on peut la calculer par transformation de Fourier inverse ;

choisir une fenétre w{n| satisfaisante du point de vue de I’atténuation (table 13.2) ;
connaissant la largeur de la bande de transition AS), calculer 'ordre du filtre NV ;

calculer les coefficients du filtre en multipliant la réponse impulsionnelle par
la fenétre choisie

13.8 Reéalisation d'un filtre passe-bas

Considérons la réalisation d'un filtre passe-bas satisfaisant au cahier des charges
suivant :

fo=1kHz, A,=0dB; f,=14kHz, A,=50dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

13.8.1 Préliminaires

La réponse du filtre sera construite a partir de celle d’'un filtre passe-bas idéal tel

que :

1.

la fréquence de coupure se situe au centre de la bande de transition

fczwzmwz
donc : f Lo kH
. z
Q. =2r" =2r——— =0.24
TV m

2. la largeur de la bande de transition requise vaut

22

Af=fo—f,=04kHz

on a donc :

Af 0.4kHz
fo 10kHz

AQ =27



13.8 Réalisation d’un filtre passe-bas

3. la réponse impulsionnelle désirée est celle d’un filtre passe-bas (équ. 13.17)

Qe sin((n—Ns)Q.)
s (n—Ns)Qe

st 0<n#N,<N
hq[n] = hyn] = Lo si n= N,

0 sinon

4. le tableau 13.2 montre que pour cet exemple, on peut utiliser la fenétre de
Hamming ou la fenétre universelle de Kaiser. Considérons ces deux cas.

13.8.2 Fenétrage de Hamming

La fenétre de Hamming apporte une atténuation de 53 dB et une bande de transistion
de largeur

6.6 7
AQ) = ——
N
On en déduit immédiatement la longueur N du filtre :
6.6 6.6
N = = =825~84
A 0.08 7

que l'on a arrondi a la premiére valeur paire supérieure. Le point de symétrie se
situe donc en Ny = 42. Portant ces valeurs dans la réponse impulsionnelle désirée
(équ. 13.17), on obtient :

haln] = %Sin ((n — Ny)Q,)

(n - NS)QC
sin (0.24 7 (n — 42))
7 (n — 42)

En multipliant cette réponse par la fenétre de Hamming wy[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

hin] = hg[n] - wy[n]

W (054 — 046 cos (2 &))  si  0<n<84
hin] = 0.24 st n =42

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la
figure 13.19. Il est intéressant de relever que, en plus de la phase linéaire offerte par
le filtre RIF, sa bande de transition est remarquablement étroite.

A titre comparatif, on y a ajouté en pointillé la réponse d'un filtre de Butterworth
d’ordre 12 (filtre RII). Ce filtre d’ordre 12 réalisé avec 6 cellules biquadratiques
requiert environ 36 multiplications-additions contre 84 pour le filtre RIF. Théori-
quement, le gabarit aurait pu étre respecté avec un filtre RII d’ordre 24.

La figure 13.20 illustre la différence de comportement des réponses indicielles des
filtres RIF ou RIL.
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13 SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

Réponse impulsionnelle
0.25 T T

0.2 4
0.151 n

h[n]

0.05

-0.05

01 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Réponse fréquentielle

H(D) [0B]
5

-60

| | !
3000 3500 4000 4500 5000

-80 I I I
0 500 1000 1500

! I
2000 2500

F1G. 13.19: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Hamming)

Réponses temporelles
2 T T T

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

F1G. 13.20: Comparaison des réponses temporelles
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13.8 Réalisation d’un filtre passe-bas

13.8.3 Fenétrage de Kaiser

Dans ce cas, I'atténuation Ayp détermine le facteur de forme . Comme Ag = 50,
il vient (équ. 13.32)

3 =0.1102 (Agp — 8.7) = 0.1102 (50 — 8.7) = 4.55

L’ordre du filtre est fixé par la bande de transition A() et 'atténuation Ay (équ. 13.33)
N> Aap — 8 _ 50 — 8

— 2.285AQ0  2.285-0.087

La valeur trouvée (73.1) est augmentée a 74 de maniére a obtenir un ordre pair;

le point de symétrie se situe donc en N, = 37. Portant ces valeurs dans la réponse

impulsionnelle désirée (équ. 13.17), on obtient

Q. sin ((n — N,)Q)  sin (0.24 7 (n — 37))

T (n—N)Q 7 (n —37)

=73.1>~74

hd [n] =

Réponse impulsionnelle
0.3 T T T

0.25 B
0.2 1
0.15 1
0.1 : B

0.05 ‘ ‘ 7
0 HT 1 1 AR T PO SRR S |

-0.05 : ‘
0

Réponse fréquentielle
T T T

o

() (98]
5

|
IS
o

-60

&0 ‘ ‘ mmﬂﬂﬂ/\/wmm/mmw

|
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

F1G. 13.21: Réponses impulsionnelle et fréquentielle (Kaiser)

En multipliant cette réponse par la fenétre de Kaiser wg[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

sin(0.24 7 (n—37)) 1o (4-55\/ 1—(1—n/37)2)

(=31 To(4.55) si. 0<n<N

hln] = ha[n] - wy[n] =
0 sinon

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle de ce filtre RIF sont présentées dans la
figure 13.21.
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13.9 Reéalisation d'un filtre passe-bande

Considérons la réalisation d’un filtre passe-bande satisfaisant au gabarit suivant :

fréqu. d’échant. 10 kHz Atténuation
1¢7¢ bande d’arrét | 0... 1.8 kHz 30 dB

bande passante 1.9...2.1 kHz 0dB
2¢"¢ hande d’arrét | 2.4... 5 kHz 40 dB

Dans le cas, ou deux atténuations différentes sont proposées pour les bandes d’arrét,
les calculs doivent se faire avec la plus forte atténuation (ici 40 dB). De méme,
lorsque les largeurs des bandes de transition différent, on prendra la plus faible des
deux.

Dans le tableau 13.2, nous voyons que la fenétre en cosinus offre 'atténuation sou-
haitée. Comme la plus petite bande de transition a une largeur de 0.1 kHz, on en
déduit que les fréquences définissant les bandes de transition sont les suivantes :

‘ fal ‘ fpl ‘ fp2 ‘ fa2 ‘
| 1.8 kHz [ 1.9 kHz | 2.1 kHz | 2.2 kHy

Ce qui donne pour les deux bandes de transition la largeur suivante :

Af 0.1kHz
AQ =2 =2r——— = 0.02
T T 0kH i
L’ordre du filtre est fixé par la largeur de la bande de transition ASQ :
6.2m 6.2
N>——=—=31
- AQ 0.02 310

Comme cette valeur est entiére et paire, il n’est pas nécessaire de 'augmenter; le
point de symétrie se situe donc en Ny = 155.

La réponse du filtre est construite a partir de celle d’un filtre passe-bande idéal dont
les fréquences caractéristiques se situent au centre des 2 transitions

fo = # — 1.85kHz
fug = @ =215kHz
donc : f 1.85 kH
O, = ordel = op P NIE
cl 7Tfe ™ 10 4H 2 0.377
215 kH
O = 2pd2 — g 2W0KHz o

T T 0kH>

26



13.9 Réalisation d’un filtre passe-bande

La réponse impulsionnelle désirée est celle d'un filtre passe-bande (équ. 13.22) :

Qeo sin((n—Ng)Qe2) Qe sin((n—Ng)Qe1)

T (n—Ns)Qe2 T (n—Ns)Qe1

si. 0<n#N;,<N

ha[n] = Rt si n=N,

0 sinon

ou, plus simplement :

sin ((n — Ny)Qe2) _ sin ((n — Ng)Qe1)

halnl = — = 7(n—N,)
~ sin(0.437(n —155))  sin (0.377 (n — 155))
B 7 (n — 155) a 7 (n — 155)

En multipliant cette réponse par la fenétre en cosinus wc[n], on obtient la réponse
impulsionnelle du filtre RIF recherché

hin| = hg[n] - we[n]

_ (sin (0437 (n —155))  sin(0.377 (n — 155))\ 1 — cos(27n/310)
hln} = ( t(n—155)  w(n—155) ) ' 2

Réponse impulsionnelle
T T

0.06 - .

1

1

o0af | L
0.02
‘_‘“’M'”‘E‘N“Mu‘rmltﬂ J ﬂ‘i‘ﬁ""}' JIHJHH { { { [L IL TL EAEAAN T A — i

e

~0.06 I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

h[n]

o

-0.02 -

-0.04

Réponse fréquentielle
T T T

—-40 -

50+ —~

~60 I I I I ﬂ I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

F1G. 13.22: Réponses impulsionnelle et fréquentielle d'un filtre passe-bande (cosinus)

Les réponses impulsionnelle et fréquentielle sont présentées dans la figure 13.22.
Un tracé plus détaillé de la réponse fréquentielle permet, de relever une ondulation
maximum de 0.05 dB aux 2 extrémités de la bande passante et des pulsations de
coupure (-3 dB) situées en 1864 Hz et 2136 Hz.
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13 SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

13.10 Exercices

RIF 1 : Reéalisez un filtre passe-bas non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

f,=10kHz A,=0dB; f,=12kHz A,>50dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz. Pour cela :

1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;

2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;
3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
4

. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :

a) carré de période K, = 100;
b) sinus de fréquence f; = 1.0kH z;
¢) sinus de fréquence fo = 1.2kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 2 : Reéalisez un filtre passe-haut non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

fo=08kHz A, >40dB; f,=10kHz A,=0dB

alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.

1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;

2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;
3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
4

. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :
a) carré de période K, = 100;
b) sinus de fréquence f; = 0.8 kHz;
¢) sinus de fréquence fo = 1.0kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 3: Reéalisez un filtre passe-bande non récursif satisfaisant au cahier des charges
suivant

o =1.0kHz fp=20kHz A,=0dB
far =09kHz An >50dB  foo=23kHz A, >40dB
alors que la fréquence d’échantillonnage est de 10 kHz.
1. choisissez la fenétre et calculez 'ordre N du filtre;
2. tracez sa réponse impulsionnelle et sa réponse fréquentielle en dB;
3. avec le zoom, mesurez quelques valeurs intéressantes d’atténuation ;
4

. générez les signaux suivants d’amplitude A =1 :
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a) carré de période K, = 200;
b) sinus de fréquence f; = 1.5kHz;
¢) sinus de fréquence fo = 0.6 kHz;

5. filtrez ces 3 signaux et tracez leurs réponses.

RIF 4 : On veut réaliser un filtre passe-bas a réponse impulsionnelle finie tel que
sa bande passante soit de 1 kH z alors que f, = 20kH z.

1. Analyse temporelle

a) calculez hy[n];

b) tronquez h, & N = 128 et rendez-la causale;
¢) que vaut hy[n| a ses extrémités ?
d) est-ce raisonnable de I'accepter tel quel 7 sinon que pouvez-vous faire ?

2. Analyse fréquentielle
Afin d’augmenter la résolution spectrale, on ajoute des 0 a la réponse impul-
sionnelle ; comme 1'usage de la FF'T nécessite que la longueur du signal analysé
soit une puissance de 2, essayez 512 et/ou 1024.

a) calculez H(jf) (fft) ;

b) tracez le module et la phase de H(jf);
c) est-ce que cela correspond a votre attente ?
)
)

d

€

que valent les extrema de la bande passante et celle d’arrét (zoom) ?

mesurez la fréquence de coupure et la largeur de la bande de transition.
3. Amélioration de la réponse fréquentielle

a) reprenez hy[n] et multipliez-la par une fenétre en cosinus ou de Hamming;
b) répétez les points 2.a), - -,2.d).

¢) concluez.

RIF 5 :

1. Générez un signal z[n] de 64 échantillons a partir d'un cosinus discret tel que

A =10, Qy=7/16, a =7/3.

2. Le systéme dans lequel passe ce signal x[n] est décrit par les 2 équations
suivantes :

wln] = (z[n])
y[n] = wln] —wln —1]

3. Dessinez le schéma fonctionnel de ce systéme et décrivez ce que réalise chaque
fonction ; en quoi ces 2 opérateurs sont-ils a réponse impulsionnelle finie 7

4. Tracez sur une méme figure les 3 signaux (subplot); observez-les.

5. Esquissez a la main le spectre de chacun des 3 signaux;
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13 SYNTHESE DES FILTRES NON RECURSIFS

a) remarquez que le premier opérateur est non linéaire et qu’il génére des
fréquences non présentes dans z[n]; lesquelles ?

b) d’un point de vue temporel et fréquentiel, quel est I'effet du deuxiéme
opérateur ?
6. Observez le signal w[n]; quelles sont les fréquences présentes ?

7. Transformez de Fourier les 3 signaux; tracez sur une nouvelle figure les 3
spectres d’amplitudes.

8. Observez ces spectres et justifiez votre analyse précédente.
Réf. : McClellan, Schaffer, Yoder : DSP FIRST, Prentice Hall, 1998, p. 461

RIF 6 :

1. Générez un signal z[n] de 128 échantillons tel que
zn] =10 cos(2m n/To + 7/6) + 2 cos(6m n/Ty + 7/2)

avec Ty = 32; que valent les pulsations normalisées de z[n]?

2. Ce signal est appliqué a un filtre RIF d’ordre 2 décrit par
y[n] = z[n] — 2 cos(37/16) x[n — 1] + x[n — 2]

Dessinez son schéma fonctionnel.

Quel est le gain DC de ce filtre ?

Quelle est sa réponse impulsionnelle h[n]?

Avec Matlab, calculez et tracez les signaux z[n], hin| et y[n].

Observez les résultats; quel est Deffet du filtre ?

NS ot W

Justifiez I’allure de y[n] en calculant et tracant le module de la réponse fréquen-
tielle H(j2) = TF(h[n]) avec Nppr = 128 ainsi que les spectres d’amplitude
de z[n] et y[n].

RIF 7 : Poursuivant ’exercice précédent et partant de son équation

y[n] = x[n] — 2 cos(37/16) z[n — 1] + z[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert

puis

a) calculez ses poles et zéros;
b) tracez-les dans le plan complexe;

c¢) justifiez l'effet réjecteur de ce filtre.

2. Pour quelle fréquence normalisée a-t-on H(jf/f.) =07
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13.10 Exercices
3. Tenant compte de ce qui vient d’étre vu, quelle est I’équation d’un filtre réjec-
teur capable de supprimer

a) le 50 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz;
b) le 50 Hz et 150 Hz d’un signal échantillonné a 1kHz.

4. Générez ces signaux et vérifiez vos algorithmes.
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